

SM i 


V 


* \ 


ELEMENTI 

* », I 

DI MECCANICA 


D’ IDRAULICA 

ni- 

Giuseppe ve n Tutoli 

♦ • 1 

- PROFESSORE DI MATEMATICA APPLICATA 

Nella R. Università di Bologna. 
SECONDA EDIZIONE 


VOLUME TERZO. 


BOLOGNA 1810. 
Tipografia de' Fratelli Masi, e Comp. 




\ 


.» . 









,*C 


l J 



t 



Stampato sotto la protezione della Leggo. 
jp. Fiorile Anno TX. 



« 



Digitized by Go 


I 


SUPPLEMENTO 

AGLI ELEMENTI DI MECCANICA, 
E D’ IDRAULICA. 


SEZIONE PRIMA 
De’ Principi della Statica. 


CAP. I. 

i Principio delle velocità virtuali. 

i. A-l punto A ( Fig. i ) sia applicata 
una forza S , la quale agisca per la retta 
AB. Immagino che il punto A trascorra in 
un altro punto a vicinissimo ad A. Condot- 
ta per a la perpendicolare a b sopra A B , 
sarà A b lo spazietto percorso dal punto A 
secondo la retta AB, che è la direziono 
della forza S . Questo spazietto A b si dirà 
la Velocità virtuale della forza 5. 

Adunque per velocità virtuale d’ una for- 
za intendiamo lo spazietto che per un dato 
moto minimo descrive il punto d 1 applica- 
tone della lorza secondo la direzione della 
Mrza medesima . 
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2. Il prodotto S . Ab , o *ia il prodotto 
della fòrza 5 per la sua velocità virtuale, * 
si dirà il Momento della forza S . 

Si adottano queste denominazioni per ali- * 
breviare il discorso . Del resto conviefc bene 
guardarsi dallo scambiare questo Momento 
colle altre diverse quantità che abbiamo al- 
trove ( I. 49 . 9S ) sotto lo stesso nome di- 
segnate . * 

3 . Proposizione I. Concorrendo più forze 
in un punto , il momento della risultante è 
uguale alla somma de" momenti delle com- 
ponenti . 

Concorrano nel punto A le forze S j S' , 

S" etc. agenti secondo le rette AB — s, 

A C — , A D zz s" etc. e sia la loro risul- 

tante V agente secondo la retta A R zZ u . 
Riferito questo sistema a tre assi ortogona- 
li , siano x, y , z le coordinate del punto 
A . In un a jtino che questo punto A trascorra 
in a, percoriendo secondo le tre coordinate 
gli spazietti d r , d y , dz . Considerando le 
rette s, s' , s” . . . . u siccome funzioni di 
x , y } z, si vede che gli spazietti Ab , Ac , 
Ad.... Ar percorsi dal punto A secondo 
le rette s , s' , s" ... . u , saranno rispetti- 
vamente d s } d s’ d s" .... d u . E i mo- 
menti delle forze saranno Sds , S’ d s’ M 
S" d s" . . . . V da. Oia io diro che sarà 
Ydu = Sds + S' df + S"ds”.... * 
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Dim. Siano a , b , c le coordinate del pun- 
to B. Sarà 

A B—s — y/ (z— c)’^ ; onde 

/d s\ x — a /d A y — b / d s\ z — c 

Ora si risolva la forza S in tre forze paral- 
lele alle tre coordinate x , y , z. Qneàte sa- 

„ x—a „ y — b n z — c 

ranno o . ; S . — ; 5 . ; o sia 

s s s 

S ì ^ ^ * Facciasi la stes- 

sa risoluzione per le altre forze S' , { S" etc. 
ed anche per la forza V , la quale simil- 
mente verrà decomposta nelle tre V » 

r (*J5-) ; V (si) - Ed avremo ( 1 3o) le 
equazioni 

. le quali moltiplicate rispetti vamemo per 
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d x , dy , d z t e poi sommate , rendono 
appunto 

Vd u = Sd s •+. S' d s' ■+■ S" d s" 

4 . Scolto /. La proposizione è vera , quand’ 
anche il punto A venendo in a trascorresse 
uno spazio imito. Imperocché descrivendo il 
punto A secondo x , y , z gli spazj Imiti 
j flìj 1 ® mutazioni della retta s 
corrispondenti a questi tre spazj saranno 



onda 



Dal che avremo nello stesso modo di prima 
V & u — S & s -t- S 1 & s' -+- S" & s" . . . . 

5. Scolio II. Anche dalle più semplici no- 
zioni elementari si poteva trarre la prova 
della Proposizione precedente . Siano le due 
forze ( Fig. a ) A B — S , A C — S' , e la lo- 
ro risultante A R — V , che sarà la diagona- 
le del parallelogrammo ABRC. Dicasi l’an- 
golo B A R—x , l’angolo CAR—fi, l’angolo 
R A a = f . Condotte le normali B M , C If 
sopra la diagonale A R , sarà per le note pro- 
prietà del parallelogrammo, AR=AM-*-AN a 
e B M = C IV-, o sia 

V = S cos. a -+- 5' cos. Q 
5 sin. « = S' sin. /3 

Si moltiplichi la prima equazione per cos. f. 
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la secónda per sin. t ; e sommandole avremo 
V cos. f = S eos. (a *) ■+■ S' (j3- - f) • 

Ora condotte dal punto a le normali ubj 
oc , or sarà 

A r Ab Ac 

cos. f = — ; cos. (x ■+• ?) — — 7 — ; cos. {lì — t ) =r — — 4 
A a Aa Aa 

Dunque F . A r — S . A b *- S' . A c . 

Così sÒDimando i momenti di due forze, 
si ha il momento della loro risultante. E so 
le forze sono più di due, sommando il mo- 
mento della risnltante delle prime due col 
momento della terza , si avrà similmente il 
il momento della risultante delle tre forze , 
il qua'e per conseguenza sarà eguale alla 
somma dei momenti di esse . E così si pro- 
cederà per quante siano le forze . 

6 . Scolio II I. Se lo spazio trascorso dal 
punto A sulla direzione d' alcuna delle forzo 
non fosse per lo stesso verso per cui tende 
la forza ma in senso contrario, il momento 
di quella forza andrebbe preso negativamen- 
te . Cosi nel parallelogrammo della Fig. 3 
sarà F . A r — S . A b — S' . A c-. 

7 . Proposizione II. Se più forze concor- 
renti in un punto libero A si fanno equili- 
brio , sarà la somma de’ loro momenti egna* 
le a zero ; e viceversa . 

Poiché se v* ò equilibrio, sarà la risultan- 
te F = o ; onde avremo (3) l’ equazione 
o ss 5 d s *- $' d *' *- S" d s" 
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E viceversa se questa equazione ha luogo, 
sarà (3) V du - :c. E perchè non può esse- 
re clu — o per un moto qualunque del pun- 
to A , converrà che sia V z=. o ; onde sarav- 
vl equilibrio . * 

8. Scolio /. Se il punto A sospinto dalle 
forze Sj S' , 8" , contro una linea o sur 
perficie resistente, sta in equilibrio sopra 
di essa; dicasi K la pressione che es9o eser- 
cita contro quella linea o superficie . Questa 
pressione agirà senza dubbio secondo una 
retta k perpendicolare ad essa linea o su- 
perficie: poiché se agisse obbliquamente , 
potrebbe risolversi in due , >1' una normale , 
l’altra tangenziale, e con quest’ ultima non 
premerebbe, il che è contro l’ipotesi. Ciò 
pesto s’ intenda rimossa quella resistenza , ' 
ed in suo luogo sostituita una forza —K 
agente seconda la retta k. È palese che l’e- 
quilibrio sussisterà ; ed essendo ora il punto 
A affatto libero, invece dell’ equazione dell’ 
articolo precedente avremo quest’ altra 
c — S d s S' d s' -i- S" d s" . . . . — K d k. 

(j. Scolio II. Per altro anche in questo 
caso troverà luogo l’equazione dell’ art. 7 
quando sj supponga che il punto A trapas- 
sando nel punto prossimo a movasi sulla 
linea o superficie anzidetta . Poiché allora lo 
spazietto A a sarà una retta infinitesima per- 
pendicolare alla retta k ; onde il punto A 
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non s’ avanza sulla medesima retta k. Quin- 
di d k o i e, toma 1’ equazione 

+ + $" ds" 

io. Proposizione III. Sia un sistema de’ 
punti A, B , C ec. animati dalle forze S, S', S" 
etc. Sia questo sistema perfettamente libero, 
ed in equilibrio. Dico che la somma de’ mo-i 
ni nti delle forze sarà eguale a zero. 

Dim. Siano ( Fig. ^ ) i tre punti A , B , C 
animati dalle fòrze A P — S , D Q — S' , 

C R — S" . Uniti questi tre punti colle rette 
AB , AC, BC , sia AB-f,AC=f',BC = f". 
Dicasi p l’azione ciré it punto B esercita 
sul punto A , in virtù della connessione 
delle parti del sistema ; la quale azione sa- 
rà diretta per AB, e sarà eguale e con- 
traria a quella che il punto A esercita sopra 
il punto B : o in altri termini , sia p la 
tensione della retta AB. E similmente sia 
p' la tensione della retta AC, e p" la ten- 
sione della retta BC. 

Egli è chiaro che nel punto A agiscono le 
tre forze S , p , p' che debbono equilibrarsi 
fra loro-, indipendentemente dal resto del 
sistema: poiché tutto il resto del sistema 
non agisce sopra A , se non appunto per 
mezzo delle due forze p , p ' . E similmente 
nel punto B si equilibrano fra loro le tre 
forze S' , p , p" ; e nel punto C le tre for- 
ze S" , p’ , p" . 
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Ora dato al sistema iln moto minimo qua- 
le il permette la connessione delle partì ilei 
sistema stesso, trascorrali punto A secondo 
la retta A P lo spazietto d s , secondo AB 
lo spazietto d f , secondo A C lo spazietto 
dj'. Ed il punto B trascorra secondo le 
rette B Q , B A , B C gli spazierti ds' , d*P » 
di " . E finalmente il punto C trascorra se- 
condo CRjCAjCB gli spazietti d s" , 
dQ'j d$". Avremo (7) le tre equazioni 
0 = Sds-+.pdf-*.p’df t 
c = S' d s' ■+■ p d © -f- p" d f" 
o = S" d s » -+- p' dp' -+. p" d 
sommando le quali avremo per 1' equilibrio 
di tutto jl sistema 1’ equazione 

f = 5 d s 5' d s' S" d s" • 

+p (,lf+ dtp) -+- p' ( 1 df' -*-dl')+p" (df"+d$") 
Mà 1’ equilibrio del sistema sussisterà nè 
più nè meno, se intendiamo clic siano sop- 
presse le forze S , S' > 5"' , e die i punti 
A, B, C' siano tenuti fermi dalle sole ten- 
sioni p , p' , p" rivolte in senso contrario. 
Dunque 1’ equazione precedente deve tutta- 
via sussistere , fatto 5 = 5 ' = 5",= o , e 
cangiato il segno delle forze p, p’ } p " . 
Varrà dunque l’equazione • 

0 = -p(df^iZ)- f ,\ Jf'+dV) —p"(df"+ ") 

, die sommata colia precedente lascia 

o = S d s + S' ds' + S" ds" 
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fntendesi agevolmente come questa dimo- 
strazione si estenda a qualsivoglia numero 
de’ punti componenti 11 sistema , 

ji» Scolio I. La dimostrazione si applica 
egualmente a’ sistemi rigidi , e a quelli di 
forma variabile. Ma 'per i primi si potrebbe 
conchiudere anche nel modo seguente . La 
verga rigida A B non può spostarsi se non 
per moto composto di moto progressivo, e 
di moto rotatòrio. Ora per un moto progres- 
sivo qualunque della retta AB , è chiaro 
che ì due termini A , B si avanzano egual- 
mente e per lo stesso verso secondo A B : e 
per un moto rotaioiio minimo, è pure chia- 
ro , che siccome entrambi i punti A , B 
de-crivono rette infinitesime perpendicolari 
alla AB, cosi nissuno di essi si avanza se- 
condo la stessa A B . Adunque dato al si- 
stema un moto minimo , gli spazietti per- 
corsi dai due punti A , B sulla direzione 
della forza p debbono necessariamente esse- 
re uguali, e rivolti per lo stesso verso. 
Siccome poi quella forza p agisce ne’ due 
punti A , B con direzioni opposte fra loro, 
così V uno di questi spazietti sarà necessa- 
riamente percorro secondo la direzione della 
forza p ,, e l’altro contro la direzione di 
essa .forza . Dunque sarà ne’ sistemi rigi- 
di (l& — — df. E similmente sì troverà 
•i — — d f , c d ~ — df" . Onde i’ e- 
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qtiazione dell’ articolo precedente si riduce 
tosto ad essere . » 

0 = S U s .+. 5 ' d s h- S" d s" 

12. Scolio II. Se fosse nel sistema aleuti 
punto (isso , sia H la pressione che questo' 
sostiene, e sia la sua direzione una retta li. 
Sussisterà l’equilibrio, anche rimosso quel 
fulcro, se in sua vece s'intenda applicata 
quivi al sistema una forza — II diretta se- 
condo h. Sarà allora conte se il sistema fos- 
se libero, ed avrà luogo l’equazione 

o = 5 d s -t- S' d s' + S" cl s" ffdh 

1 3 . Scolio III- Similmente se fosse nel si- 
stema alcun punto appoggiato e sospiuto 
contro una superficie resistente, sia & la 
pressione che ne risente la superficie, diretta 
secondo la normale k. E 1 ’ equilibrio non si- 
turberà, se si -i nnova quella resistenza, ed 
invece si aggiunga al sistema la forza — K 
agente srcohdo k : et n questo 1’ equazione 
diventerà 

v=2Sds*-S'ds’ + S"ds” Kdk 

14. Scolio IV. Quel moto minimo che si 
suppone concepire il sistema , e da cui si 
misurano le velocità virtuali |e i momenti 
delle forze , fingiamo che sia non Un moto 
qualunque , ma quale il permettono gli os-s 
tacoli che trattengono il sistema. In questo 
caso dovremo intendere che i punti fissi re- 
stino fermi ; onde sarà dh — 0. E siuiilmen- 
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te dovremo intendere che i punti sospinte 
contro una linea o superflue resistente- si 
movano su quella , descrivendo una _ retta 
infilatesi ma che sarà perpendicolare alla k ; 
onde sarà dk = p.. In tale ipotesi adunque 
si ottiene di Ih* 1 nuovo 1’ equazione 
K o — S d s -t- S’ d r-+- S" d s" ... . 
come pei sistemi liberi . 

1 5 . Scollo V. Adunque in un sistema equi- 
librato , la somma de* momenti delle forze 
si troverà eeuale a zero per. ogni moto mi- 
nimo conciliabile colla costituzione , e colle 
condizioni particolari de! sistema. E si tro- 
verà ancora eguale a zero per un moto- mi- 
nimo qualunque , purché tra le forze appli- 
cate al sistema si ‘contino anche le reazioni 
o resistenze degli ostacoli che lo trattengono. 

16. Proposizione IV. Viceversa ^e la som- 
ma de’ momenti delle forze applicate al si- 
stema è uguale a zero, sarà quel sistema in 
equilibrio . 

Dim. Sia il sistema de' punti A , B , C etc. 
animati dalle forze S } S' , S" etc. e sia la 
somma de’ loro momenti eguale a zero . Se 
il sistema non è in equilibrio,- prendano 
dunque i punti .A, B , C etc. le velocità 
v > v' , v" etc. per cui nell’ istante de per- 
corrano gli spazietti vdt j v'dt, v" d t etc. 
Ora se ai punti A , B , C etc. già investiti 
delle forze Si j S' 3 S" etc. aggiungiamo le 
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forze — v, — ■ v’ } — v" etc. le qual! distrag- 
gano né* suddetti punti quellè velocità ini- 
ziali v , v' , v" etc» egli è evidente che coll’ 
aggiunta di queste -nuove forze! il sistema 
adesso sarà in equilibrio . Essendo adunque 
i momenti di queste nuove forze — v* d t 1 
— v'*dt, — v" 1 d r etc. avremo fio) 

o = Sri s + S’ d s' + S" d s" 

— v* d t — v” d t — v"‘ dt 

Ma già per ipotesi è 

o = 5 d j -t- S' d s’ h- S" d s" . . . . 


Dunque sarà ancora o = v‘ 


„ »■ 
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qual equazione non può verificarsi quando 
non sia v = o , t>*' ==o, p 1 " = o etc. Quan- 
do dunque la somma de’ momenti delle for- 
ze è ugnale a zero , i punti A } B , C etc. 
non ponno concepire mòto veruno , ed_ò il 
^sterna in equilibrio. 


CÀ P. II.' 

Teoremi Statici dedotti dal principio 
■ delle velocita virtuali . 


17. J. ROppsizioNE I. Nella Leva retta 
due pesi reciprocamente proporzionali alle 
^oro distanze dal fulcro, si fanno equilibrio - 
Questa Proposizione sulla quale si appog- 
gia tutta la Teoria delle Macchine , e eli* 



perciò viene annoverata tra i principi della 
Statica , si deduce immediatamente dal prin- 
cipio delle velocità virtuali . Supposta una 
rotazione minima della leva A F £ ( Fig. .» ) 
attorno al fulcro F, per cui ella pàssi in CFD y 
e condotte le orizzontali Ca , .£)(?, è palese 
die le velocità virtuali A a , B b dei due 
pesi P , Q sono proporzionali alle disianze 
AF , £F. Ora pel principio delle velocità 
virtuali dev’essere (io) P.Au — Q.£l> — o. 
Dunque P:Q::Bb:Aa::BF:AF. 

Con eguale facilità nella Leva inflessa AFB 
(Fig, 6) si troveiebbe A a : Bb :: MF : NF y 
e quindi per l’equilibrio dover essere P :Q 
JV F i M F . 

18. Scolio I. Questa legge dell’ equilibrio 
nella Leva può tuttavia dimostrarsi .imme- 
diatamente senza derivarla nè dal jiriiieipio 
della velocità virtuali, nè da quello dell* 
composizione delle forze. 

Sia la leva XZ ( Fig. 7) divisa per metà 
dal fulcro F , e carica di pesi uniformemen- 
te distribuiti per tutta la sua lunghezza. É 
evidente che questa sarà in equilibrio . 

Ora preso nella Leva un punto qualunque 
Ij 3 tutti i pesi uniformemente distribuiti 
sulla porzione X L si riuniscano in un solo 
peso P posto in A , punto di mezzo della» 
XL. E similmente tutti i pesi uniforme- 
niente distribuiti sopra la L Z si raccolgano 
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in un stilo peso Q posto in B j punto di 
mezzo della LZ. É pure chiaro, elio l’e- 
quilibrio sussisterà. 

Sarà dunque P:Q :: Xh : LZ . Ma abbiamo 
XL = XZ-LZ = jFZ-iBZ = 2 BF 
L iZ = XZ — LX^= 2 F X — 2 AX=:ìAF 
Dunqn'e P : Q :: B F : A F . Il che etc. 

19. Scolio ri Alenili oppongono a questa 
dimostrazione, che l’ equipollenza di più pesi 
uniformemente compartiti sopra utia lìnea , 
ad un peso solo eguah alla loro somma e 
posto nel punto di mezzo della medesima, 
non è assunto cosi evidente che non abbia 
d’uopo di dimostrazione esso pure. Tuttavia 
è facile il convincersi (a) che il pesò Q po- 
sto in ^-equivale per esempio a due pesi 
q y q , ciascuno la metà di Q, posti ne' 
pynti L , Z equidistanti da B . Poiché si 
prenda Z-f — ZF } ed immaginando che in 
f siavi un altro appoggio , egli è evidente 
che o sia in B il péso Q > o siano in X, Z 
i pesi q , q , in amendùe i casi quest’ ap- 
poggio f porterà la metà del peso Q . Laon- 
de rimosso quest'appoggio si richiederà in f 
la stessa forza per equilibrare il peso Q , che 
per equilibrare i due pesi q , q . Onde etc. 

20. Proposizione II. Sia un sistema di 
pe i in equilibrio-, dato al sistema un moto 


la) Vince Phil. Tramaci. 1794- 


TRISTA . 


l5 

minimo qualunque, il centro di gravità del 
sistema non s’ alea, nè s’abbassa. 

Diin. Siano i pesi S , S' , S" etc. e siano 
s , s' , s" etc. le verticali condotte dal cen- 
tro di gravità di ciasclm peso , e terminate 
ad un piano orizzontale qualunque. Sia Z 
1’ altezza del centro di' gravità del sistema 
sopra questo piano; e sarà ( I. 46) 

7 _Sf + S'.i , + S" s" . , . . 

~ 6' -I- S' -+- S" . . .T - 

Ora s’ imprima al sistema nn moto minimo 
per cui le verticali s , s' , j" etc. divenga- 
no s ■+• d s , s' -f- d s f , s” •+■ d s" etc. e Z 
diventi Z -+. d Z . Sarà 

■ Sds + S'ds’ + S"ds".\ . . 

a Z — 

“+■ S' ■+• S" . . » • 

Ma per ipotesi iV sistema è in equilibrio 
dunque (10) S d s .+- S 1 d s' S" d s " . ... . zz 0 : 
dunque, d Z tz. o, e l’altezza Z è costante. 

21. Corali. I. E viceversa 9e, un sistema 
di pesi sarà talmente disposto che per un 
moto minimo qualunque il sue centro di 
gravità non s’alzi nè s’abbassi, qtiel siste- 
*»a sarà in equilibrio . 

Fu epiesto Teorema proposto da Torrircl- 
li*, che ne dedusse la legge dell’ equilibrio 
di due pesi nel piano inclinato ; e si può 
egualmente citrarne la legge dell’ equilibrio 


Sezione 


16 

in tutte le altre macchine nelle quali più 
pesi si equilibran fra laro . 

22. Curali. //. Essendo d Z — o , sarà ge- 
neralmente .parlando Z un massimo, o un 
minimo.. Dal che si deduce che in un siste- 
ma equilibrato di pesi , 1 ’ altezza del centro 
di gravità sopra l’orizzonte è la massima o 
la minima di quelle che avrebbon luogo se 
il sistema perdesse la situazion d'equilibrio, 
da qualunque parte esso piegasse. 

Se quell’ altezza è un minimo , il centro 
di gravità occupa il sito più basso,; e tur- 
bato il sisrema in qualunque modo, il cen- 
tro di gravità viene ad alzarsi . Cessando la 
cagione perturbatrice, questo centro torne- 
rà a discendere , e però il sistema si ricom- 
porrà nella situazione d’ equilibrio. Cosi av- 
viene in- una bilancia , nella quale il cen- 
tro di gravità cada al, di sotto del centro 
del moto . 

Se poi quell’ altezza è un massimo, il cen- 
tro di gravità età nel sito più alto , e da 
qualunque parte crolli il sistema , esso cen- 
tro viene ad abbassarsi . Cessando la cagio- 
ne perturbatrice, il centro discenderà tutta- 
via , ed il sistema si allontanerà sempre più 
dalla situazione d’equilibrio. Così trabocca 
una bilancia nella quale il centro di gravi- 
tà sia posto al di sopra dei centro dei 
moto . 
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23. Proposizione III. Sia un sistema di 
punti sòILecitati per le rette s, s' , etc. 
dalle forze S , S' , S" etc. tali che la fun- 
zione S d s -yj*' d s' S" d s" èc. sia una 
differenziale esatta — di p . Se il sistema è 
in equilibrio , sarà la funzione <f> uri massi- 
mo o un minimo ; e viceversa , 

Ancor questo Teorema proposto da Mau- 
pertuis è ima conseguenza immediata del 
principio delle Velocità virtuali. Poiché se 
v' ha equilibrio, dovrà essere (io) d = o , 
onde <p un massimo o un miuirno : e vice- 
versa . , 

Che. anzi la proposiziohe inversa è sempre 
e generalmente- vera i la difetta è soggetta 
a qualche eccezione, potendo darsi caso che 
sia. d <P = o , ,e tuttavia la funzioqe $ non 
aia nè massima oc minima . 

24. Scolio . Le forze agenti nella natura 
anno, sempre tali che la funzione Sds-+- 
& ds' ■4--S" d s" etc. è una differenziale esat- 
ta , ed ha luogo il Teorema precedente , Poi- 
ché queste forze o sono costanti , ed indi- 
pendenti dalla situazione de' punti ai quali 
ai applicano , o sono attrazioni dirette ad 
un centro, e funzioni delle distanze che se- 
parano il punto $u)f quale agisce la forza da 
questo centro ; cosicché prendendo queste 
distanze medesime per le rette s , *' , s H etc. 
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saranno le forze S, S' ' , 9” etc. o costanti, 
o funzioni di s , 5 ' , s" et 0 . rispettivamen- 
te . In entrambi i casi è manifesto che la 
forinola Sd s ■+. S' di' -+- S" d s" etc. riesce 
una differenziale esatta = d p . 


C A P.,.III. 


Dell 1 equilibrio d’ un puntò . 


25. A assi amo ora a dichiarare dietro la 
scorta del Ch. Sig. la Grange l’uso del prin- 
cipio delle velocità virtuali nella risoluzione 
de* Problemi Statiti . Nel che prima di scen- 
dete a’ casi particolari fià bene seghare ge- 
neralmente le tracce da seguirsi. Sià dun- 
que un sistema de’ punti A, B > C etc. sol- 
lecitati dalle forze S } S' , 9" etc. Riferito 


questo sistema a tre assi ortogonali , siano 
x, y -, i; i’,) 1 '; 2 ' ; x" } y" , z" >ie tc. le 
coordinate de' ponti A , B , C etc. Ciascuna 
forza come 5 si risolva nelle tre P } Q , R 
dirette secondo le x , y, z; e cosi la forza 
5' nellè tre P ' , Q’ , R‘ etc. Eguagliando a 
zero la somma de’ momenti (io) avremo per 
l’eqnazion generai dell’equilibrio '' 

(A) o = Pdx-t-P'dx' + P"dx" 

• Qdy ■+■ Q'dy' •+■ Q"dy" . . *. 1 
+ Rdz + R'dz' + R"dz " .... 
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26. Se tatti i punti A , B , C etc. del 9i- , 
stema fodero liberi, e fra loro acounCssì , 
cosi che o^ni- punto potesse cangiar luogo in- 
dipendemente dagli altri, le variazioni del- 
le coordinate din:, dy , dz,'dx'ec. sareb- 
bero tutte arbitrarie ed indifiendenti fra 
loro, e dovrebbe l’equazione (A)- verificarsi 
qualunque valpre si attribuisse a codeste 
variazioni. Quindi bisognerebliC .porre eeua- 
li a zero i loro coefficienti , e si avrebljero 
le -equazioni P — C , Q — oy /friso', P’ = o 
ec. tre voltef, tante quanti sono i punti com- 
ponenti il sistema . 

27. Ma se quei punti sono' ritenuti o da 
ostacoli esterni , o da spranghe che li con- 
giungano fra loro , o in tutt' altra guisa , 
per modo che deterriiinato ad arbitrio il 
moto d' alcuni di quei punti t gli altri.siano 
obbligati a seguirli scorrendo per date li- 
nee ; le variazioni dx , a y , ,d z / d x 1 ec. 
non sono' più allora arbitrane, ma dipendo- 
no dalla costituzione e dalle condizioni par- 
ticolari del sistema . Conviene altura espri- 
mere questè condizioni con equazioni atte 
ad esprimere i rapporti che debbon pacare 
tra le variazioni delle coordinate; Pe> . m-z- 
zo di queste equazioni -si’ elimineranno dall’ 
equazione (A) altrettante di queste, va. iazlò- 
ni dx, dy ec. Quelle che restano, saran- 
no adesso arbitrarie e indipendenti fra loro. 
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Si pongano eguali a zero i loro coefficienti; 
e si aviauno le equazioni che rappresentauo 
l’equilibrio del particolare sistema proposto. 

ab. A queste equazioni si può pervenire 
anche col m'etodo seguente. L’ equilibrio del 
sistema deve sussistere anche se s’ intendano 
tolti via gli ostacoli che fermano I punti 
del sistema , le spranghe òhe li legano etc, 
purché a’ quei punti s‘ intendano applicate 
delle forte eguali e contrarie alle azioni che 
il sistema esercitava contro quegli ostaculi . 
S intendano adunque ai punti A i B , C ec. 
oltre le 'forze S , S’ , S" etc. applicate le 
forze — p , — q , — r ec. esprimenti le rea- 
zfotii degli ostacoli chè trattengono il siste- 
ma , e nell' equazione ( A ) si comprendano 
anche i momenti di queste forze . Sarà allo- 
ra. come se tutti i punti del sistema fossero 
liberi ; tutte le variazioni dx, dy , dz, ec. 
tornano, arbitrarie ; e posti eguali a zero i 
loro coefficienti, forniranno altrettante equa- 
zioni . Da queste poi dovranno eliminarsi le 
quantità p , q , r ec. e le equazioni che 
rimangono saranno desse che esprimono l’e- 
quilibrio del proposto sistema . 

Questo secondo metodo ba un .vantaggio 
sopra del primo, i poiché oltre le condizioni 
dell’ equilibrio ne dà a conoscere i valori 
di p j q , r ec. o sia delle azioni che il si- 
stema esercita contro gli ostacoli ; come ao- 
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no te pressioni de' fulcri » le tensioni dellé 
«pranzile o delle funi etc. 

29. Di questi due metodi Si potrà sceglie- 
re ne' particolari Problemi quello che por- 
ga maggiore facilità . E^idverà molto 1’ in- 
dustria nello esprimere le condizioni del si- 
stema colle equazioni più, aceoncie a poter- 
si combinare coll’equazione (J) ed agevola- 
re l - eliminazione delle indeterminate. Il che 
meglio apparirà negli ésempj ► 

' 3o. Proposizione /. Determinare le condl- 
2 ioni d'equilibrio d’ un puntò Ubero. 

. L' eq’ttazioqe ( A) diventa in" questo caso 
Pd\-*-<Jdy-*-Rdzzzo. Onde avremo (26) 
Ps o , Q rS « , R s* o . Il che etc. 

■fi . Pròpàsizìóne li. Determinare le cort- 
dhioni d’ equilibrio d’ un ponto appoggiato 
ad tùia superbe ie resistente. 

Sia l’equazione di questa superficie dx> 4* 
771 dy^s- ndzziv . Con essa. elimineremo (27) 
dall" equazione PUx-+-Qdy-+-Rdzzzo 
T indeterminata dx, onde resterà 

LQ *— m P) dy (/? — 71 P) d z = o 
E di qui le due condizioni Q^mP, RzznP. 

Lemma . Sia la retta k normale alla 
superficie determinata dall' equazione iir + 
m d y •+> n d z aso. Sarà 

' - • ; . ' d v .«► m d y *•» nd x 
[/ (t ■+• m‘'4~ »*) 

Dim. Siano a, ìf, c le coordinate deliba- 
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stremiti d.-lla retta k , mentre <x f r , z so- 
no le coordinate dell’ altra estremità posta 
• sulla superficie'. Sarà 

. A = y/ ( (x- a/-H (y - by + (z-c)-J 

onde Fatto, dk — L d x 


t *— a m y — }ì 

i=_. «=_. 


M dy 

N = 


N dz, sarà 
z — c 


c . . . _ 

ed L l +■ M‘ ' -+■ N 1 = t ^ Ora se le coordina- 
te , y o * variano in modo eh? il piànto 
da esse determinato rimanga sulla superficie 
medesima t è palese che in .tal caso sarà 
dk.r= re • Adunque posto d r «*- mdy -+- ridi =='p» 
dovrà' essere' L d x -t- M d y •+■ N d z io - 
Si prenda dunque d x — — m d y — nd z , 
e la funzione L d x -+• M d y -+- N d z .phc, al- 
lora diventa '(AF — m L)d y r*-(N — ». n L) d z 
dovrà essere = o, qualunque siano* le varia- 
zioni dy , dz. Di qui si deduce m L ■ 

i\T = // i . alle quali equazioni aggiungendo 
1’ altra L' M* ,-+■ iV* r= i , si avrà 


Z = 


t. 


V (i 

* >J 


-»-) 


■,M=z 


m 


Nzz 


n 


v/o 


• m 


') 


’ >/(.' 

onde etc. 


- m 


*±n‘) 


Sa. Corollario . Per mezzo di questo Lem- 
ma potremo sciogliere ih Frbhlema prece- 
dente col secondo metodo proposto all’ art. 


r 
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38 . Sia K la pressione che il punto esercita 
sopra la superficie , e k la sua direzione , 
normale alla superficie stessa. Avremo (ali) 
T equazióne 

P d x ■+■ Q d y - 4 - R d z — K d k = a 
o sia (3"i) > • *\' r ‘ 


dx-t-mdy-t-ndz __ 


= o 


Pdx- 4 -Qdy--+‘ Rdz — AT . 

. r ',v(i + ? a") 

ed uguagliando, a zero i coefBcienU delle in- 
determinate otterremo le' tre equazioni - • 

P \( (i ■+• m* -+- n*) = K . 
i‘ Q \/ (i ■+■ hi* n 1 ) = m K 

JR \/ (i -t- m* n*) =! n K 

Eliminando K, risulta come sopra Q=mP , 
e ih v più trovasi ' s. 

JT = v/ (P* Q* 


CAP. IV. 

r è • • • ; • 

Z?eZ/’ equilibrio de' sistemi rigidi . 


33. JT imposizione /. Determinare le con- 
dizioni ci’ equilibrio d’ un sistema rigido . 

Dn tale sistema non può spostarsi se. ndu 
per moto progressivo , o per moto rotatorio 
attorno alcuno de’ tre assi ortogonali , -o 
per moto composto* d’ alcun- di questi:, giac- 
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chè impediti questi moviménti * il sistema 
( I. 99) è assolutamente immobile . Or sup- 
posto un moto progressivo qualunque , avre- 
mo d x ■= fi x' — d x" etc. d y — d y' — dy" . 
etc. d z = d z' =d i" etc. Posti questi va- 
lori nell’ equazione (A) e servendoci del sim- 
bolo S per denotare compendiosamente la 
somma delle quantità omologhe attenenti a’ 
diversi punti del sistema , onde sia per e— 
tempio S . P == P ■+■ P' ■+■ P" ec. quell’e- 
quazióne diventa 

o — dxS-'P-t-dyS.Q-t-dzS. R 
onde abbiamo queste tre fóndiziqhi d’ equi- 
librio S.i^=rt>; S.Q=±=o; S . R = o 
Supposta ima rotaeione minima d Q at- 
torno 0 Z ( Fig. 8 ) asse delle * t avremo in 
primo luogo -, 

d z = d z’ = dz' r ete = o 

Poscia i* triangoli simili O PQ , Q rf danno 
OQ : Q q li P Q : q r :: O P : Q r\ o sia 
.1 : d Q> :t jr : dx : : x : — d y - r ónde 
.d x~ y d$> i dy =2 — xd $ 
a similmente - . 

..dz’zzy'dQ i dy'=:~x , d$ 

dx"zay"d<f> ; dy" =r — x"d<P «te. 
Con -questo F equazione (A) dà immediata- 
mente c ss S . P y — S . Q x } ,o sia 
S.Py^SQx- - 

lp simil guisa supposta nna rotatone in- 
finitesima attorno 0 Y , si avrà la quinta 


ss. 
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Condizione S.PurS'.Rxy e snpfrosta la 
Touzione attorno 0 X , si avrà la sesta 
* S. Qz = S. liy . 

3 + . Scotio I. Questa è la via pi iS breve per 
dedurre dal principio delle velocità virtuali le 
condizioni d’equilibrio d’ un sistèma rigido . 
Potremmo giungervi amiche per altra strada, 
tenendo sempre la traccia dell’alt. 274 ma 
esprimendo in diversa guisa I» condizione 
dell’ invariabilità del sistema . Siano f ,g>h , 
ec. le t*ette AB, A C , BC etc. che, uni- 
scono i punti A, B , C eie. del sistema; 
e sarà 

/ = — xV ■+■ ( y 

* =y/i(*r - *’>• +.(?'' -rr 

Ora per la fortha invariabile dejk sistema 
queste distanze f, g , i» etc.' debbono rima- 
nersi Invariate comunque il sistema si muo- 
vi?. Quindi te equazioni d f >■ d g = o > 
dh = o etc; iqercè te quali'.pofremo elimi- 
nare dall’ equa2ipne {A) altrettante fra le 
indeterminate d x y dy , di , da- etc. Ed 
eguagliando a zero i coefficienti di quelle 
•che vi rimangono, ci risulteranno le ste*s* 
sei equazioni di prima . 
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3$. St_colio III. E può vedersi anche 9enz* 
compiere il Calcolo ,-clje per quanti siano’ i 
puniti componenti il sistemi , le equazioni 
lina|i, 6arauuo sempre ^ei^Dè più'j tj^ ‘(pe- 
no. Già se- quei pittiti wnt^jtfjfa^ F equàjrfo- 
ne [A) porterà nove indetefi&pate , ff». 
quali eliminandone ti*e eallflptTfc equazioni 
d f =? o , d ' g =? o , d h =s o mgarraòtìo sei 
indeterminate arbitrarie, ed fdtrpttaike e- 

^ V-: : *t. 

Che se j; pjunU sono, piò tre , . pèr ogfci 

punto clie ,s" a^iunge.^s’ accrescono nell’ e- 
q nazione (A) tre nuove indeterminate;, ma 
s' aocrcscon anche tre nuove equazioni collo 
•quali- eliminarle . infatti il sito dèl H nyovo 
punto è determinato dalle sue distanze d^i 
.ftre primi . Siano queste distanze f 3 g’ , h’ 
'■„ed aVremd' le tré rinoée equazioni 
d g’ = o , d n' = o . Quindi al termine del- 
ude eliminazioni , rimarranno sempre nell\e- 
quazione (A) sei 'indeterminate arbitrarie, 
-•come prima. \ , x , . u r ,.-< - 

36. ; Scolio IV. Finalmente ti potrebbe an- 
che tenere il metodo dell’ art. 28 espritaén- 
t dó con p , q 3 r etc. le tensioni delie rètte 
-f i g , 4i Ttc.jed aggiungendo all’ equazione 
M) i termini •*- p <&f—. qd g — rdh e c. Al* 
; lòra riguardando tutte le indeterminate sic- 
come arbitrarie, si eguaglierà a zero il cqef- 
-» fidente di ciascuna *, ed eliminate le, qua&t- 
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titàp , } , r «. si arriverà allg storse equa- 
zioni, ultime, con di più il vantaggiti di poter 
determinare le tensioni medesime p , q, ir ec. 

’i'j. Proposizione II. Determinare le con- 
dizioni <P t «n i i I il>i io d’ un sistema risiilo sol- 
lecitato da forze parallele. 

Siano queste forze S , S' , S” ec. .e la, lo- 
ro direzione faccia cogli assi delle x , y , z 
gli angoli l, m, n. Sarà P z= .Sfet». Z ; 
Q “ ‘S cos. ni, ; R “ S cos. n ; P 1 Zz S* ros. f ec. 
ónde, le gei equazioni (W) sj riducono ** que- 
ste quattro: • S.. S.zz n ■ {> -‘o .' ,i>- . 

, . .* co». I S . S"y x* co», ro S x r f >...«• 

> ’tfos. I S . S z — cos. n S 

‘ cosi m Ss S x. sa co*. «S .iSy « . 

fca prima esprime che il sistema pop può 
aver moto progressivo : le altre esprimono 
clife il sistema noti ptnY rotare attorno 1 J orì- 
gine delle- mordi paté,; cosicché se l'origine 
delle coordinate tosse un. puntò, fisso , fru- 
sterebbero per ¥ equilibrio queste tre equa- 
zioni ultime.. . 

38. Proposizione III,. In Un sistema rigido 
sollecitato da forze parallele trovare * tal 
punto, attorno cpi npn. possa rotare il- si- 
stema qualunque siasi lg direzione di que- 
ste forze. • _ . . 

.Sraoo le coordinate del punto cercato 
X % T r _ Z , Trasportiamo in questo punto 
l’ origine delle coordinate ; per il che do- 


SÌ SiczioV* 

vrftno nelle equazioni (37) in luogo di > £ 
porse ar— Jf, j— y, * — Z. t Éd esse Hi- 
verrajfino 


cot.7 Is. S^—TS.di ss eoa. m i S.Sx—XS.S i 

( ■ vJ .Z^TÌ 

eoa. i |.S. Óz^ZS.S J 3- cos. n | S.Sx-X&S }> 

c oi.fii I S. Sz-*i2S. fjx: eòa. « ^ 

Quesce tre equazioni esprimono ché il aìste- 
ma non paò rotaia attorno al punto deter* 
minato dalle coordinate X , T , Z. Ora per 
la. cosdteton -del problema queste equazioni 
deggiono ve rif ir ardi qualunque siasi la dire* 
«•qhe tjeUè forze ,• ed ui conseguenza qua- 
lunque sieno gli angui* l , m , . n . Dovranno 
adunque porsi eguali a ZQra i coefficienti d* 
eoa. I , c®8. ni , eoa. a > Il ofie dà ; , 

S , S x v S . Sy u' _ S . $* 

~$Ts '■ = s7> ; 


Is 


S. S 


Attorno al punto determinato; da queste 
coordinate non potrà girare il sistema , qua- 
lunque siasi la «ituàzione del sistema stesso 
rispetto alla direzione dèlie forze parallele ; 
e però questo' viene ad eésèft il’ centro del- 
le forze parallele* o voglialo dire il centro 
di gravità . ’ *. ' 

89. Coroll. /. Siano s punti A, B , C ec. 
animati dalie forze parallele S , & , S" ec* 
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Fissato un ponto o termine qualunque, sia 
d la distanza di A da questo termine , / la 
distanza de' due punti A, B\ e finalmente 
J) la distanza del centro delle forze dal 
termine fissato . Dico che sarà 

_ s . s <r s . s $'/• 

1 “ s . «s (S \$y 

Qni per S . S d' intendo la gomma di tut- 
ti. i prodótti che $i ponno formare moltipli- 
cando ciascheduna forza pel quadrato -della 
distanza deh strftf ponto d’applicazione dal 
termine; e per S . S S' f‘ intendo la Somma 
di tutti i prodotti che si' ponno , formare 
moltiplicando le forze a due a due , e mol- 
tiplicando il prodotta pel quadrato della di- 
stanti de' loro punti d’ applicazione . 

In fatti sarà 

- _ 1 ... (S-.J*r+(S..>!r' , +(S.S»>- 

D =^- 7 - z (sTsT 

• » 

Facendo poi attualmente i quadrati di S. Si x 3 
S.^yjS.^z vedrpmq che essi possono rap- 
presentarsi 9otto questa forma ' - 
(S . 5 x)‘ =.S .S.S.Sx’ — S .SS'( 3 d — xy 
(S.Syr zzS.S.S.Sy' - S . S S' (f -/)* 
(S. Sz) m = S.5.S. Sz* -S.SS* (s'-z)' 
Ora si sommino questi tre . quadrati , e si 
sostituisca questa Somma nel valore del-.B* ; 
ed avvertendo essere 

=d» ; {x'—x)'-*(y'—yy-+^z'--zy=f t 


3<i 


Sjezto tr i 


troveremo appunto la proposta espressione 
& D' . V '* ’ ' r : ■ ' . . 

Mediante questo Teorema «die «levesi al 
Sìg La Grande, si conosce la distanza del 
centro di gravità -da yn termine qualunque, 
«piando si sappiano lé distanze di tntti i 
punti del si-tema da quel termine , e le loro 
distanze scambievoli ,, t - 

4 Ó. Cproll. IL Più facilmente ancora si 
ricava quést' altro bai Teorema proposto da 
Leiboizio-, Siano -in attorno al 

punto A (,|'ig, 1 ) quante forze si vuole , 
esjuresse io quantità, e ' in direzione dalle 
rette A II , A C , A D ec. Sarà A il centro 
di gravità ile' punti B , C, D ec. conside- 
rando questi punti siccome aggravati da pesi 
eguali . . 

Siano. X , Y ,Z le coordinate del punto A ; 
x , y , t quelle del punto B . Là forza A B 
essendo per ipotesi espressa dalla; retta 4 B , 


sara 


\/ ^ (x—X)'«-(y—Y)'+.(z—Z)^ 


risolvend«*la iti tre parallele a tre assi que- 
ste tre componenti saranno x-rX, y — Y # 
z — 1 Z. Egualmente la forza A C si risolverà 
nelle tre x ' X, y' — Y, z' — Z ; e la forza 

A D nelle tré V' - X, y".- Y, i" - Z ec. 
Sia n il numero di queste forze equilibrate 
AB, A C, A D ec. Avremo per motivo dell'' 
equilibrio (3o) 
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x •+- x? ■+• x " . . . v — n X — o 

y ■+■ y’ — n Y — o 

* • <• x - 4 . z' ■+• z" . . . . — n Zi — n 

Sono adunque le coordinate del punto A 
queste tre 

jt=— ; y=^2 ; z=l± 

n n n 

die soqo per 1’ appunto le coordinate del 
centro di gravità de’ punti B , C , D ec. 

Convertendo il discorso apparirà recipro- 
camente che sè il ponto A sarà- centro di 
gravità de’ punti B , C ,■ D ec, sollecitato 
quel punto dalle forze AB, AC, AD ec. 
si rimarrà in equilibrio- 
41. Coroll. ìli. Di qui ancora il Teorema 
di Roberval . Se qn, pùnto è posto nel cen- 
tro di gravità d’ una piràmide triangolare , 
e sollecitato da quattro forze espi esse dalle 
rette terminate ai quattro vertici della pi- 
ramide , resterà in equilibrio. 

Poiché' è facile dimostrare che il cenrro 
di gravità della piramide è anche rentro di 
gravità di quattro pesi eguali collocati nei 
quattro vertici. 
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v CAP. V. 

Dell' equilibrio d* un sistema di forma 
variabile . 

, ✓ , * 

Art. I. Del Poligono funicolare. ■ 

P • v. , ' 

42. X xofosn/oifE. Determinare le con- 
dizióni di equilibrio del Poligono funicolare, 
supponendo che a tutti i termini* dei lati 
siano applicate delle forze qualunque. 

Decomposte queste Forze parallelamente ai 
tre assi, avremo (za) l’equazióne (A) . Qui 
le indeterminate d x , d y , d z , d x’ ec‘ 
saranno tre volte tante quanti sono i ter- 
mini de’ lati del poligono , Onde se il no- 
merà* de’ termini b m, sarà il numero delle 
indeterminate 3 m. 

Ora siano i lati del poligono f>g>h ec. 
Poiché qqesti lati non possono allungarsi , 
avremo le equazioni di condizione d f — o , 
d g = o , d li = 0 ec. tante , quanti sono i 
lati del poligono, vale a- dirè m — 1 . Per 
via di queste elimineremo nell’ equazione 
( A > altrettante indeterminate ; ve ne rimar- 
ranno a w? 1 arbitrarie. Eguaglieremo a ze- 
ro i loro coefficienti ; e saranno queste le e- 
quazioj^tr* condizioni d'equilibrio del pro- 
posto poligono . 


PRIMA 


33 

4.3. Caroli. /. Oppure chiamando p t q , r 
ec. le tensioni delle funi f,g>h ec. si for- 
merà 1’ equazione 

(A)— pdf— qdg — rdh 

e procedendo col metodo indicato all' art. 36 
si arriverà alle stesse equazioni . 

44. Caroli. II. E qui giova avvertire che 
potremo sempre determinare la situazione di 
tutti i termini dei lati, ed in conseguenza 
di tutto il poligono; poiché se alle equazio- 
ni che esprimono le condizioni dell’ equili- 
brio in numero di a tn -+. 1 aggiungiamo le 
equazioni di condizione dfzz o ec. in nu- 
mero di m — 1 , abbiamo fra le coordinate 
dei vertici del poligono 3 m equazioni ; tan- 
te appunto quante bastano per determinar 
tutte le^roordinate . 

4>. Corali. III. Se il poligono è chiuso, 
il numero de’ termini sarà uguale al nume- 
ro dei lati; onde le variazioni arbitrarie, e 
per conseguenza le equazioni dell’equilibrio 
saranno solamente 2 m . 

46. Coroll. IV. Se i termini estremi del 
poligono sono fissi, vi saranno nell’equazio- 
ne (A) sei indeterminate di meno, perchè 
mancheranno le sei variazioni appartenenti 
ai due termini fissi ; onde le equazioni dell’ 
equilibrio resteranno solamente 2 m — 5 . 

«é 

The se i capi del poligono non fossero 
fissi , ma solamente obbligati a scorrere so- 
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pra date superficie , le equazioni di queste 
superficie serviranno ad eliminare nell’ equa- 
zione (i<) due indeterminate ; cosicché il 
numero delle equazioni finali si ristringerà 
a a i» — I . 

47. Coroll. V. Ma ordinariamente tornerà 
più comodo cercar prima le condizioni d’ e- 
qnilibrio del poligono riguardando i capi del 
medesimo siccome fissi ; e determinare le 
tensioni delle funi estreme. Allora se i capi 
del poligono non sono fissi , bisognerà di 
più che queste tensioni facciano equilibrio 
a quelle forze , o resistenze che sono ad 
essi capi applicate. 

48. Coroll. VI. Se alcuno de' nodi ai quali 
sono applicate le forze fosse scorrevole , 
quello per esempio che uuisce i Liti f , g\ 
allora non è più necessario che j e g siano 
costanti , ma basterà che lo sia la loro som- 
ina /-Hg. Quindi in vece delle due equazioni 
df= o , d g ■= o abbiamo 1’ equazione uni- 
ca d/-r-t/g — o. Abbiamo dunque un inde- 
terminata di meno da eliminare ; e però avre- 
mo una condizione di più per l’equilibrio. 

4<>. Scolio . Nello sciogliere il Problema 
precedente , noi abbiamo considerato i lati 
del nostro poligono , come se fossero verghe 
d’ invariabile lunghezza , congiunte a cernie- 
ra in guisa che gli angoli loro possano aprir- 
si o serrarsi . Che se questi lati fossero fili 
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o corde flessibili , così che possano incurvar- 
si , accostandosi le estremità de' lati 1* una 
all'altra, allora è manifesto che per assicu- 
rare lequilibiio del poligono si ricerca ima 
condizione di più, oltre quelle che si rica- 
vano col metodo insegnato : e questa è che 
le forze applicate ai vertici traggano dall' in- 
dentro all’ infuori , tendendo a distrarre ed 
allontanare scambievolmente i vertici stessi . 

E viceversa se i lati del poligono fossero 
tante spranghe inflessibili semplicemente ap- 
poggiate 1’ una contro 1’ altra senza giuntu- 
re negli angoli, converrebbe che le forze 
applicate ai vertici traessero dall’ infuori all* 
indentro, tendendo ad accostare fra loro i 
vertici stessi . 

Egli è poi manifesto che le condizioni che 
assicurano 1’ equilibrio del poligono di lati 
flessibili , assicureranno anche quello del 
poligono di lati rigidi semplicemente ados- 
«ati l’uno all'altro, tanto solo che s’inten- 
da rivolta in coiitrario la direzione di tutte 
le forze . 

5o. Esempio /. Ora per mostrare con qual- 
che facile esempio l'applicazione de’ propo- 
sti metodi , prendiamo il caso del poligono 
tiiato da forze parallele , tutto steso in un 
piano, e fisso ne' due capi E , E' , quale 
il rappresenta la Fig. ij del Voi. I. se non 
che le direzioni delle forze P , Q, R deg- 
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giono figurarsi parallele . Presa l'origine del- 
le ascisse nel punto E , e fatte le x per- 
pendicolari , e le y parallele alla direzion 
delle forze, siano x, y le coordinate del 
punto A ; x',y’ quelle del pomo B ec. : onde 

ed in simi) guisa si esprimeranno i lati se- 
guenti B C = h , C E' = i . L’ equazione ge- 
nerale dell'equilibrio è pel nostro poligono 
(A) P d y Q d y' ■+■ R d y" — 0 

che dovrà combinarsi colle quattro equazio- 
ni eli condizione 

d f — c j d g — o , d h — o , di — o . 
Sarà poi x — f sin. * t y —f cos. « 
x'- — x=g sin. /3 ; y'—y = g cos. 0 
x" — x' — h sin. y ; y" — y' — li cos. y 
x'"— x"— i sin. y' ; y'"~ y"—— icos.y' 

Avvertendo questo , ed avvertendo di più 
che per esser fisso il punto L' abbiamo 
d x'" = d y"' = o , le quattro equazioni di 
condizione diventano 

d x dy cot. « — o 
d x' — dx (dy' — dy ) cot /9 =: o 
d x" — d x* -t- (d y" — dy' ) cot. y = o 
d x' — d y" cot. y — o 

Eliminiamo prima da queste equazioni lo 
indeterminate dx, d x 1 , dx" ed avvertendo 
essere cot. * = — cot. & ' , e cot. fi’ zz — cot. y 


i 
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avremo 

o ~ dy (cot. a *t* cot. ed) -+» dy' (cot./3 -t- cot. 0 ') 

-t- dy" (eot. y ■+■ cot. y') 
Finalmente se con quest' ultima equazione 
elimineremo nell' equazione (A) una qualun- 
que delle tre vai iazioni . d y , dy' , dy" , 
ed eguaglieremo a zero i coefficienti delle 
due che restano , avremo per equazioni dell’ 
equilibrio queste due 
P (cot. /3 ■+* cot. /3') rr Q (cot. « -+■ cot« od) 

P (cot. Y -+- cot. >■') = R (cot. a COt. a') 
che sono h stesse (I. t35) già ricavate con 
altro metodo. , 

Per determinare la situazione de’ punti 
mobili A , B } C o le loro coordinate x ,y\ 
x' , x" j y" , abbiamo appunto 3ei equa- 

zioni. Le due dell’ equilibrio ; ove invece 
di cot. a ec. dovremo pórre i loro valori es- 

y 

pressi per le coordinate, essendo cot. a ~ ; 

X 


cot. /3 ~ — cot. a ir 


, ... y'-y 


ec. E le quattro 


equazioni di condizione, o piuttosto le quat- 
tro ond’ esse derivano /* = x 1 -t-y* ; 
g’ = {x' — x)‘ (y' — y )* etc. 

5i. Esempio li. La fune ABC ( Fig. 9 ) 
sospesa tra le due Leve rette TA, CL mo" 
bili sui fulcri E , E' ed aggravate de’ pesi 
F,G porta il peso P attaccato ad essa 
fune con un nodo scorrente . Si domandano 
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le condizioni dell’ equilibrio , e la positura 
del sistema equilibrato . 

Fissata in E 1 ’ origine delle ascisse orizzon- 
tali , e delle ordinate verticali, siano x,y ; 
%' > y' i x " > y" i x> " > y"' l e coordinate de' 
punti A , B , C , £' . Decomposto poi il pe- 
so F in due forze parallele applicate ne' 
punti E ed A , e parimenti il peso C in 
due applicate iti £' e C , le forze applicare 
ne’ fulcri restano elise ; onde in luogo de’ 
pesi F , C basterà che io cohsideri in A , C 
due forze adenti verticalmente aH’ insù colle 
direzioni AH, C K. I valori di queste for- 


vità indicheremo colle lettere H , K . 

Con questa preparazione il Problema è 
ridotto a quello dell’articolo precedente, 
dovendosi ricercare l’ equilibrio del Poligo- 
no £ A B C E' fisso in E , £' , e tirato negli 
angoli A , B , C dalle forze — H , P , — K . 
Se non che posto E Axzf , A B — g , BC—U, 
CE' — i, per motivo del nodo scorrente, 
invece di quattro eq nozioni di condizione , 
avrò (48) solamente queste tre 

dj = o , d g ■+■ (l h = o , d i — n 
da combinarsi coll’ equazione dell’ equilibrio 
— H d y - 4 - P d y' — K d y" — o • 

to il calcolo sulle stesse tracce 


dell articolo precedente, si troveranno que- 


ze saranno 


F.ET GEL 
A £ ’ CE' 


che per bre- 
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ite tre condizioni dell'equilibrio i.* sin. fizt 
sin. fi' onde nel caso nostro si può infe- 


/ 2 H\ 

. « = I I -p i cot.fi. 

'-(-7) 


tire fi zz fi ' . a.* cot 
3.° cot- y' zz 


cot. fi . 


Con queste tre equazioni , esprimendovi 
cot. a , qot. fi ec. per le coordinate, e collo 
tre altre che esprimono per le coordinate lo 
rette note /, g-*-h, ed i , determineremo 
le sei coordinate de' punti mobili A,B } C. 


Art. II. Del Poligono Elastico . 


Sa. -Z sto posizione . Determinare le con» 
dizioni d’equilibrio nel poligono elastico. 

Gli angoli di questo poligono si figurano 
essere altrettanti elastri dotati 'd’nna forza 
che tende ad aprirli . Sia E la forza del primo 
elastro formato dai lati f,g e 9ia c l’ango- 
lo esterno formato dal Iato g col prolunga- 
mento del lato /. La velocità virtuale della 
forza E sarà de, e il suo momento E de . 
Parimenti esprimendo con lettere accentate 
le quantità relative agli angoli susseguenti 
del poligono , saranno E' d e' , E " d e" ec. 
i momenti delle forze che agli altri eia- 
etri appartengono . Onde l’ equazione gene- 
rale dell’ equilibrio sarà pel poligono elastico 
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O = (A) -t - E d e + E' d e' •+■ E” d e" ... . 
da combinarsi al solito colle equazioni df=o, 
dg = c , dii = 0 ec. 

53. Scolio /. Oppure conforme all’ art. 4 3 ' 
si formerà I’ equazione 

o = (A) — p df — q d g — rdh .. .. 

■+• Ede-t- E' de' •+. L" de" 

la quale ci dispensa dall' avere riguardo al- 
le equazioni di condizione d/= o ec. 

54. Scolio. II. Per potere servirei di que- 
ste equazioni come fu insegnato agli art. 27. 
28. fa d’ uopo esprimere le variazioni de, 
d e' ec. in x, y , z, x' , y' , 1' ec. Or questo 
non h punto difficile . Dicasi a la corda che 
unisce i termini dei lati f,g; sarà per la 
Trigonometria a* = /’ .+. 2 / g cos. e -*- g’ ; 
onde essendo / e g costanti , si ricava 

dc=z — - ° ^ a — . Parimente chiamando b 
fg sin. e 

la corda che unisce i termini dei lati g , h , 

. , bdb 

avremo de rr - ; e cosi in segui- 

g h sin. e' 


to . Abbiamo ancora 

O = y/ (y"-y)^(z"-zy > j 

h = y/ ((x'"-x')'M y"'—yy -h(z"'-z' r y 
Sin. c ~ 1 — I — 1 ec. 

V 2 /s / 
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•nde avrrmo sempre il modo di esprimere 
per le coordinate le variazioni de Jt di' ec. 

65. Scolio III. La forza che fa un ela^tro 
per aprirsi è tanto maggiore (pianto più 1* la- 
sero ò piegato , Si suppone comunemente die 
sintantoché 1’ angolo e è avuto, sia la forza 
elastica proporzionale a sin. c. lo tale ipo- 
tesi 1 equazione delt’-equilibrio (53^ sara pel 
poligono omogeneo 

0=(A)-pdf-qdg J 

essendo E quantità costante . 

Art. MI. Della Cun a funicolare . 

56. Ne sistemi che sino ad ora abbiano 
contemplati , erano le forze applicate a pun- 
ti separati l’uno dall’ altro. Or volendo sot- 
toporre allo .stesso metodo un sistema con- 
tinuo, converrà distinguere quelle variazioni 
delle coordinate ebe nascono quando da un 
punto del sistema passiamo ad un altro, da 
quelle che nascono quando quel primo pun- 
to si muta di luogo rnerrè quel moto mini- 
mo del sistema da cui misuriamo le veloci- 
tà virtuali delle forze e i loro momenti . Le 
prime variazioni denoteremo coi soliti segni 
d x , dy , dz; le seconde coi segni Jx, 5 y, 
lz. Siano x, y , z le coordinate d’ un pun- 
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to M . Quelle del punto prossimo saranno 
X ■+■ d x y y ■+■ d y , z •*- d z ; quelle poi del- 
lo stesso punto M trasportato altrove pel 
nu*to minimo <lel sistema saranno >x-+-Jar, 
y + 5jf , z + 5j, E se il punto M è solle- 
citato dalle forze P , Q , R secondo le coor- 
dinate x,y } z, saranno i momenti di que- 
ste forze P'b x , Q S’y , R J z . 

ój- Tel principio delle velocità virtuali 
devesi i accogliete ed uguagliare a zero la 
somma de’ momenti di tutte le forze che 
sollecitano il sistema; e questa sarà 1' equa- 
zion generale dell'equilibrio. Ora io dico 
che se i punti estremi del sistema sono fissi, 
questa equazione potrà sempre ridursi alla 
forma seguente 

•S.(£5i+ MSy ATS*) 
dove il segno S denota l’ integrale o la som- 
ma de’ momenti Lìx, AfSy.ec. estesa per 
tutta l’ampiezza del sistema proposto. 

Imperocché quand’ anche sotto il segno 
S. s’ incontrassero de’ termini della forma 
ASdx, Abddx ec. questi si potranno sem- 
pre. trasformare come segue . In primo luogo 
poiché le variazioni espresse dai segni d , $ 
sono affatto indipendenti tra loro, si posso- 
no questi segni permutare a piacere , onde 
in vece di A b d x y A b d d x cc. si potrà 
scrivere Adbx y Addbx cc* Poscia inte- 
grando per patti abbiamo 


Adì r = Aì x — • f d A .ì x 
e stendendo 1’ integrale a tutta 1 ’ ampiezza 
del sistema 

S . A d s x = A" 5 x" — A' 5 x' — S: d A . 5 x 
ove A’ 5 .r' £ il valore che acquista A 5 x nel 
primo punto del sistema, ed A" 5 x" quello 
che acquista nell' ultimo punto del sistema 
stesso . Ma questi punti sono fissi per ipo- 
tesi ; dunque Ji' = 5i’' = o; onde 
S . si dì x xz — S . d A . 5 x 
E nello stèsso modo si troverà 

S. Addì x: S . d d A . i x 
Con queste trasformazioni noi potremo sem- 
pre condurre ’l* equazione dell’equilibrio al- 
la divisata forma . 

58. Ciò posto , se gli elementi del sistèma 
fossero del tutto sciolti e sconnessi , le va- 
riazioni 5 x , ì y , 5 z sarebbono arbitrarie 
ed indipendenti fra loro; e 1’ equazione dell’ 
equilibrio trarrebbe con se ( 26 ) queste tre 
L = o, M = o, N = o. Ma se v’ ha lega- 
me tra le parti del sistema per cui quelle 
variazioni dipendano 1’ una dall’ altra, con- 
verrà chiamare iu sussidio ( 27 ) 1 ’ equazioni 
che esprimono questa relazione, onde elimi- 
nar di queste variazioni quante più si può, 
indi eguagliare a zero i coefficienti di quel- 
le che restano . Oppure converrà ( 28 ) con- 
tare tra le forze applicate agli elementi del 
•isteina anco le reazioni degli ostacoli che li 
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trattengono ; che così le variazioni Jr, $jr t 
l z tornano tutte indipendenti fra loro, e si 
procede come nel primo caso . 

09. Clte se i punti estremi del sistema non 
sono tissi, converrebbe avere riguardo anclie 
ai termini A'àx'e c. Ma ordinariamente torne- 
rà più comodo ricercare a parte le condi- 
zioni d’ equilibrio di questi punti , a quel 
modo clic fu indicato nell’ art. 47. 

60. Proposizione /. Trovare la curva d’e- 
quilibrio del iìlo flessibile AM li ( Fig. lo) 
sollecitato in tutti i suoi elementi da date 
forze . 

Sia A P — x , P M — y , AMzzs , e pren- 
dasi per elemento del filo l’archetto Mm—ds , 
ciré si riguarderà C9ine costante. Slang Pds , 
QJs le forze che sollecitano l’elemento Mm 
parallelamente alle x ed alle y \ e sia p 
la tensione di quell' elemento o latercolo 
M m . Riguardandosi la curva come un po- 
ligono funicolare infinitilatero , il latercolo 
ds rappresenterà uno qualunque, come f, 
de’ lati del poligono ; e 1’ equazion del po- 
ligono (4’) diventerà per la curva 

S.(Pdslx-*-QdsSy — pi d s) — o 
Ora per ridurre questa equazione alla for- 
ma proposta nell’ art. 57 osservo essere 

ldsxzl\/ (dx l -+-dy l )=z ldx-+- Idj 

Abbiamo poi ( 57 ) 
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S . 5 d x zz - S . d 

as 


pdx 
d s 


. 5 X 


S.r’-ìlidy = -S.d. P -p--Sj 

ds d s 

Con queste sostituzioni 1’ equazione diventa 

S. ^Pds-*-d. * x-t-(Qds ■+■ d . ^—^y^zzo 


onde (58) avremo le due equazioni 

Pds-\-d . X zz o ; Qds-t-d . 
d s 


pdy _ 
d s 


o 


Per esse potremo conóscere la tensione p in 
ciascun punto della curva ; eliminando poi 
p , avremo l’equazione della curva stessa. 

6 i. Coroll. I. Si moltiplichi la prima equa- 
zione per dx, la seconda per dy , e si 
sommino , dopo d’ avere eseguiti i differen- 
ziali indicati ; ed avvertendo essere 
dx* -*-dy* zzds' ; dxddx -+- dyddy zz dsdds zz o 
risulterà — dp — Pdx-*-Qdy. 

0%. Coroll. II. L’ equazione della curva 
A MB eliminando p riuscirà questa 

d y f P d s — d x f Q d s = o 

65. Coroll. III. Il Problema non sarebbe 
guari più difficile se le forze che tirano gli 
elementi del filo agissero in diversi piani . 
Sarebbe allora —dpzz Pdx-*- Qdy -+• B dz\ 
e la doppia cavatura del filo sarebbe rap- 
presentata con due qualunque fra queste 
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equazioni 

djrJ'Pds -- d xfQds — g 
d z f Pds — dxj'Rds — o 
d z Q d s — dyjRds — o 

64. Corali. IP . La curva espressa dall’ e- 
quazione dell’ art. 62 sarà anche ( + y) la cur- 
va d'equilibrio d’ un arco composto di la- 
tércoli rigidi addossati l'uno all’ alno. Im- 
perocché' volte in contrario le direzioni di 
tutte le forze , quell’ equazione si rimane 
la stessa . 

65 . Coroll. V. Sia un velo o un lenzuolo 
flessibile attaccato ad un cerchio del raggio 
C B , ed in ogni punto della periferia che 
ha per raggio PM = y sollecitato dalle for- 
ze P , Q ■ Si cerchi la curva A M B dalla 
cui rotazione attorno A C si produce la su- 
perficie equilibrata di esso velo . Conside- 
rando 1’ equilibrio dell’ unghia tenuissima 
B Ab , si potrà prendere per elemento di 
essa il trapezio Mtx essendo poi Mm=ds 
ed M q proporzionale ad y , questo trapezio 
potrà esprimersi con yds. Quindi le forze 
animatrici dell’elemento Mt saranno Pyds , 
Qyds ; e la tensione sarà p.Mq e potrà 
esprimersi col prodotto py . Fatte queste 
mutazioni nell’ equazione ^■ir equilibrio « 
♦coveremo 


\ 
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— d.pyzzPydx-t-Qydy 
e l'equazione delia curva AMB riuscirà 
dy f Pyds — dxJ"Qyds = o 

66. Proposizione II. Trovare la curva d'e- 
quilihrio d’ un fdo sollecitato da forze pa- 
rallele . 

Prendendo le x parallele alla direzione 
delle forze, sarà Q = o, onde J~ Q d s = A __ 
Pertanto V equazion generale di tali curve 
che sogliono dirsi Catenarie , sarà questa 
dyf'Pds=.Adx. Se la catenaria è omo- 
genea , P è costante, e l'equazione diven- 
ta s d y = A d x . 

67. Corali. I. L’ equazione della catenaria 
può rappresentarsi sotto un altra forma, in- 
troducendovi l’angolo rMm che fa l’ele- 
mento della curva ds colle x. Sia quest 1 an_ 
polo = A. Sarà dx=ds cos.fc; dy = ds sin. k. 
Posti questi valori, l’equazione della cui va 


diventa J' p d s = A cot. k 

68 . Corali. II- Differenziando quest’ eqna- 

eione avrèmo P d s _ — g j n ^ • Ora se di- 
casi fi il raggio osculator della curva nel 
punto M , sarà d k = . Dunque 

A 

P . Onde impariamo questa sin- 

R sin. k' V 
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golare proprietà delle patenarie , che la po- 
tenza é in r’agiou reciproca composta del 
raggio di curvatura, e del quadrato di sin. k. 

69. Proposizione III. Trovare la curva 
d’equilibrio d’ un fdo sollecitato da forze 
noi mali al filo stesso. 


Sia N d s la (orza normale alla curva che 
spinge l'elemento ds. Risolvendola nelle 
due Pds , Qds parallele alle x ed y , a- 
VfPmo ( 1 . 3 6 ) Pds = Ndy , Qds = — Nd x. 
Sarà pertanto (6i) f equazione della nostra 
curva 

d y J* N d y + d x J N d x = o 


70. Corali. /. la queste curve la tensione 
è costante. Infatti colle sostituzioni dell’ ar- 
ticolo precedente nel valore del d p (hi) 
troveremo d p z= o . 

71. Coro fi. II. L’equazione (6c) P d s -t- 


d. 


pdx 

ds 


— 0 , poiché 


P è 


costante, e Pds = 


Ndy, diventa Ndsdy-t-pddx^= o. In 
troducendovi 1’ angolo k (67) quest’ equa- 
zione prende la forma semplicissima 
AI d s — p d k = o 

L’altra equazione dell’ art. 60 condurrebbe 
allo «tesso risultato . 

72. Coroll . III. Di qui si trae (68) N =*= 
~ -jr Onde impariamo questa bellissima 
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proprietà delle nostre curve , che la poten- 
za è da tutto reciprocatneute proporzio- 
nale al ra.^ li curvatura . 

73. Esempu , . Discendiamo a qualche ca- 
so particolare , ricercando la figura di alcu- 
ne curve più celebri , e primieramente della 
Velaria . Sia E A E' ( Fcg. 11 ) il profilo del-' 
la Vela (issa ne’ due capi E , E' e gonfia 
dal vento spirante secondo V M . Si riferì, 
sca la curva all’asse A B parallelo ad V AI, 
che passa pel punto della maggiore goutiez- 
za della vela, ove la tangente è normale ad 
A B . Fatto A P =. x , P M =zy , A M —s , 
se il vento spira con velocità dovuta all’al- 
tezza S j sarà (II. 317) la forza dell’urto 
normale proporzionale ad 5 sin. k l . Quindi 
faremo N — — mSsin. k l } adoprando il se- 
gno — perchè ( I. 33 ) la direzione di que- 
sta forza fa angolo ottuso colle x positive ; 

e 1 ’ equazione (7 1 ) darà d s— — P ^ ^ . e( j 

m S sin. k' 

. p cot. k , pdx 

integrando, szz — ; ovvero sdy — — 

0 in S rn S 

Non serve aggiunger costante, giacché j = o 
dà cot. k = ò . È quindi manifesto che la 
Velaria è la stessa curva che la catenaria 
omogenea posta coll’asse parallelo ad VM. 

74. Esempio IL Vogliasi tener conto an- 
che del peso della Vela , che per più faci- 
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jità supporremo omogenea , e percossa da 
vento orizzontale. Allora oltre la forza N 
dovremo considerare anche la forza costan- 
te -mQ agente in direzione contraria alley. 
Sarà dp = Qdy, onde p=zA-t- Qy . Poscia 
per l’ equazione del^ curva non potremo più 
servirci dell* equazione (71J Nds — pd£=o, 

ma converrà risalire all’altra Pds-t-d . —7-%= o 

a s 

clie nel nostro caso diventa Ndy-*-d .(A-t-Qy) 
cos. A = o onde avremo — m S d y sin. k‘ — 
A d k sin. k •+■ Qdy cos. k — Qyd k sin. k—o , 
e quindi 

d y d k 

A •+■ Q y Q cot. k — m S sin. k 
75. Esempio IH. Passiamo ora alla curva 
Linteare . E sia E A E' ( Fig. 12) il profilo 
del lenzuolo attaccato in E ed in E' } e di- 
steso dalla pressione d' un liquido che vi 
sovrasti al livello B B . Prendiamo per asse 
la verticale A P elevata sul punto infimo 
della curva , ove la tangente è orizzontale . 
Sia A B = b . Sarà la pressione normale so- 
pra il punto M ( II. 40 ) proporzionale a 
b — x , onde faremo N — — m (b — x) . E 
l’equazione (71) postovi per d s il suo va- 
lore — , diventerà 
cos. k 

* mbd x — mxdx-*-pdk cos. k s= o 

V. 

* N 



Digiti; 



PRIMA 


Integrando così che x=o dia sin. k=i, sarà 
p mbx-+.S-mx'i=p 9 i n . k = . 

■* as 

Pongasi per brevità il primo membro — X-. 
e sarà 

ds = P^y, ovvero dy = - Xdx 

X i/{p' — X‘) 

76 . Esempio IV . Per la Linteare grave ed 
omogenea , oltre la forza N vi sarà la forza 
costante — P agente contro le ascisse . E 
sarà dp == P d x , onde p = A P x . J2 

l’equazione (60) Qds + d. C£- y . — p di- 

ds 

venterà -JVdx + d.(A-HP*) ( Ìy ==0 . 

a s 

Sostituendo per N il suo valore (j5) , poscia 

integrando così che x=o dia l ll — s \ n .k=u 

U s - 

avremo 

A — mbx-t- — m x' = (A + P x ) 

2 d s 

Facciasi il primo membro —X\ e riuscirà 
d s — ( A p x ) d y 

** à ... ■ • nvuorn 


dy — 


; ovvero 
Xdx 


V ((A + Pxy -x-) 
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Art. IV. Della curva Elastica . 


77, J. \oposizjonc. Trovare là curva d 
equilibrio d' una lastra elastica ed omoge- 
nea , sollecitata da date forze. 

Sia onesta curva A M B ( Fig. io ^con- 
servate le stesse denominazioni (60) sia di 
S» . l' angolo del con»»», o ... 1 
\mn fatto dal latercolo M m prolungato col 
latercolo prossimo m n ; e sia lì il raggio di 

d « 

curvatura nel punto M . Sarà e — — 


rie»» 


l’elasticità nel punto M, giusta l’ipotesi dell 

art. 55 è proporzionale a sin. e ovvero ad e, 
giacché l’ angolo infinitesimo si confonde col 
suo seno ; quindi la forza elastica sarà .reci- 
procamente proporzionale ad R , e potr 

esprimersi per | , essendo E quanti.! co- 

E 

stante; e sarà il suo momento Se, o sia 


iL s . Posto ciò , riguardando la curva 

siccome un poligono elastico infinitilatero 

avremo ( 53 ) 1 ’ equazione 

/ E t ds\ 

s.[pdslìx+QdsSy-pMs+-zi-j[l -~ 0 
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* Conviene ora ridurre quest’ equazione alla 
forma proposta nell’ art. S7 . L integrale 
S.pSds si riduce come sopra all' art. 60. 

Resta l’altro integrale S 


E „ d s 

5 . Metten- 

R R 


. dsdy dsdx 

do per E il suo valore ovvero — -jjy 

d s 1 // 

~R ” d s V (' 


troviamo -g — 


(ddx)' +-{ddy)'^, 
Eddy 


Sddy • 


d s Rddx 

Quiqdi ì- -ji = -^-r Iddx-r -jjr 
Ma per le riduzioni insegnate all’ art. 5? 

s ~r’ ~u7~ sdix = s - ~d7^ ' 5 


s. 


E 

R 


Eddy 


5 d d y — S 


Ed*y 


Sy 


d s* J ds* 

Facendo queste sostituzioni nell equazione 
dell’equilibrio, poscia eguagliando a zero i 
coefficienti delle variazioni 5.V, Sy* avremo 
in ultimo queste due equazioni 
pd x Ed* x 
d s 


P d s 


Q d s -t- d . 


pdy 


d 4* 

Ed K y 


= o 


= 0 


d s di* 

Per esse determineremo la tensione p } elimina- 
ta la quale, ei resterà l’equazione della curva. 

78. Caroli. I. Facendo attualmente i diffe- 
renziali , e sommando le due equaziooi molti- 



Sezioni 


54 

plicate rispettivamente per dx e per dy, trovo 

E 

—dpxz Pdx-*-Qdx-*-j ^(dxd*y-t-dyd*y) 

, ^ , 3 EdR 

o sia — - dp — Pdx+ Qdy -+- — — — ; onde 

3 E 

P = cost. + ~-J'(PcLx+ Qdy) 

79. Coroll. II. Poscia per avere l’equazio- 
ne della curva, s’integrino le due equazioni 
(77) e si elimini p ; verrà 

E 

dy f Pds — dx J~ Qds — (dxd‘y — dyd'x} 

ed integrando di nuovo 

r 

J"dy f Pds — f dx f Qds — —, (dxddy — dyddx) 

d s s 

Ma dxddy — dyddx'zz . Dunque in 

jR 

fine sarà l'equazione cercata 

f dy f Pds — fdxJ'Qds -+- -fi — 0 

8c. Coroll. III. Se le forze applicate alla 
lastra agissero in diversi piani , prendendo 
tre coordinate avremmo queste tre equazioni 

/ lyf Pds— J' lxJ'Qds— ~ (dxddy— dyddx) 

J'dz j~ Pds— J'dx J~ Rdszz ( dxddz—dzddx ) 

E 

f *zfQ,ds~f iyj Rdszz (dyddz—dzddj) 


/ 
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due delle quali sono sufficienti à determi- 
nare la doppia curvatura della lastra . 

gì. Curoll. IV. Se la lastra non fosse omo- 
genea , o se 1’ elasticità non si volesse sup- 
porre in ragione inversa del raggio di cur- 
vatura , allora invece di esprimere 1’ elasti- 
JE» 

cità per ~ , la denoteremmo semplicemen- 
te per E j intendendo per E non più una 
costante , ma una variabile , funzione di x e 
di y . Ed invece dell' equazione (yy) avrem- 
mo la seguente 

J dy j P d s — J'dxJ'Qds-t-Ezzo 
«J2. Esempio . Sia la lastra A M li grave , 
fissa nell’ estremo A , e tirata nell’ estremo 
JS dalla forza B S . 

Risolvasi questa BS in due forze, l’una 
— . T orizzontale, l’altra C verticale. Avre- 
mo Q = o,e fQ d s = — F . Avremo poi 
P costante , e f Pds = Ps-*-G. Quindi 
1’ equazione (79) della curva diventerà 

£=A-Fxi-Gy-.Pfsdy 

essendo A una costante . 

Per rendere il Problema ancor più sempli- 
ce , trascuriamo la gravità della lastra , e sia 
essa curvata soltanto da un peso G attaccato 

E! 

all' estremità B . Sarà =; A — G y . La 
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costante A si determinerà avvertendo rhe 
1’ inflessione dell' ultimo latercolo c B dev’ 
esser nulla , poiché il peso C che vi è ap- 
plicato immediatamente non ha momento 
alcuno per farlo girare attorno al punto c, 
nè fa forza per piegarlo . Quindi se 1* ulti- 
ma ordinata C B dicasi = c , bisogna che 

quando j=o, divenga ~ = o; onde A — Gc\ 

A 


e i' equazione diventa 
E 

■ R C (c — y) 

Quest’equazione consente appunto con quel- 
la che si trovò negli Elementi ( I. *53 ) per 
esprimere 1’ incurvamento delle travi fitte 
nel muro . 

Che se la lastra fosse piantata vertical- 
mente , e si piegasse pel carico d’ un peso G 

postovi in cima, avremmo allora J' Qds= c, 


j' Pdszz — C; onde l’equazione 



Non occorrerà aggiunger costante , poiché 
E 

V ~ o dà — - =o, come deve essere pel 

motivo pocanzi detto. Ahcor questa equa- 
zione concorda benissimo con quella che si 
trovò altrove ( 1. 470 ) per esprimere l’ inar- 
camento de’ fusti delle colonne , 
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De’ Frincipj della Dinamica . 


CAP. I. 

Teoria generale del moto de’ corpi . 

83 . Insegnò già il Sig. d' Alembert (T. 261) 
per qual via possano dedursi le leggi del 
moto d* un sistema da quelle dell'equilibrio. 
Avendo noi pertanto dal principio delle ve- 
locità virtuali conseguita (2. r >) un equazion 
generale ( A ) atta a rappresentare 1’ equili- 
brio d’ un sistema da date forze animato , 
potremo ora similmente ricavarne un altra 
atta a determinare il moto che dall’ azione 
di quelle forze sarà impresso al sistema . 

8^. Siano i punti A , B , C ec. tra se 
collegati in qualsivoglia modo, e sollecitati 
da date forze. Siano P } Q, R le forze ac- 
celerataci che sollecitano il punto A secon- 
do le* sue coordinate x , y , z ; e scorso il 
tempo t movasi quel punto colla velocità 
V , la quale si risolva nelle tre velocità 
u , v , w secondo x , y , z rispettivamente. 
Nell’ istante susseguente esso avrà le velo- 
cità u ■+■ d u j v dv , w -+- d w . Ma per 


J 
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T azione libera delle potenze acceleratrici , 
dovrebbe aver concepite (I. 184) le velo- 
cità u-t-Pdt, v + Qdt, w-t-Rdt. Dun- 
que rimangono spente pel contrasto tra le 
parti del sistema le velocità Pdt — da, 
Q d t — dv , Rd t — d w . Parimente se di- 
stinguiamo con un accento le quantità omo- 
loghe appartenenti al punto B , troveremo 
che esso perde le velocità P'dt — da' , 
Q' d t — dv' , R' d t — d w' ; e cosi degli al- 
tri . Ora le forze corrispondenti a queste ve- 
locità perdute deggiouo (I. 261) equilibrar- 
si fra loro . Dunque se io supporrò i punti 
A , B , C ec. animati soltanto da queste 
forze Pdt — du ec. ed immaginerò che il 
sistema prenda un moto minimo conciliabile 
colle condizioni particolari di esso sistema , 
pel qual moto le coordinate x, y , z del 
punto A ricevano le variazioni 
e le coordinate ,r' , y' , z' del punto B ri- 
cevano le variazioni S x' , 3z' cc. avrò 

pel principio delle velocità virtuali questa 
equazione 

(B) a— ( Pdt — du)$x-t-(P'dt — du')lx' .... 

- 4 - (Qdt—dv)Sy-+-(Q’dc—dv’)Sy'-.... 

-r- (Rdt—du>) $ z-*-(R'dc —dw')5 z ! .... 

85. Dividendo per T elemento del tempo 
d t , che riguarderemo come costante , ed 


d 

avvertendo essere (I. 184) u = — , 

de 
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d z 


w — — , l’ equazione (£) può anche rappre- 

CL C 

sentarsi sotto questa forma 

{£) o: 


^W. 


+{«- d £hA«- d -£h~~ 


86. Ora se i punti del sistema fossero 
sciolti d’ ogni vincolo, le variazioni 6 x, & jr , 

S 2 , à od ec. sarebbono tutte arbitrarie: si 

/ 

dovrebbero adunque eguagliare a zero i lo- 
ro coefficienti , ed avremmo per determina- 
re il moto del punto A le tre equazioni 
P d t —d u, } Q d c — d v j R d t =z d w\ ov- 
ddx dd y ddz 

vero P = d^' Q = -àT-’ R: =-à7’ « 


pel moto del punto B le tre cquazioui 
P' de = du' , Q' dt = dv' } R' dt = dw' ec. 

Ma stante il vincolo che lega i punti del 
sistema, converrà servirsi delle equazioni 
di condizione onde eliminare dall’ equazio- 
ne ( B ) quante più si potrà delle indetermi- 
nate Jj, Sy ec. Oppure converrà contaro 
tra le forze applicate al sistema anche le 
reazioni degli ostacoli . In somma dovrà trat- 
tarsi 1' equazione (B) come insegnammo do- 


Digitized by Google 


6o 


Sezioni 


versi fare dell" equazione (A) agli articoli 
26 . 27 . 28 . 

87. Se il punto A fosse il centro di gravità 
d’ una massa m , animar» in tutti i suoi ele- 
menti dalle potenze acceleratrici P ,Q, R , 
le forze agenti sul punto A sarebbero m P } 
m Q , m R -, e le forze estinte sarebbero 
m ( Pdt — du ) , m ( Qdt — dv ), in ( Rdt—dw ). 
E se parimente ne’ punti B , C ec. siano le 
masse m' } m" ec. si vede che per adattare 
l’equazione ( B ) a questo sistema di masse 
conviene in luogo di , 5 y } Jz mettere 
mSx, mSy , m Sz; ed in luogo di Sx', Sy', 

3 z' mettere m' $ x' , m' 5 y' , m' 5 z' ec. 

CAP. II. 

Teoremi Dinamici dedotti dalla Teoria 
precedente . 


P, 


88 . -£ rofosizione I. Il centro di gravi- 
tà d’un sistema libero cosisi muove, come 
se tutta la massa del sistema vi fosse riuni- 
ta , e tutte le forze vi fossero immediata- 
mente applicate . 

Sia formato il sistema dalle masse m t 
m' , m" ec. sollecitate dalle forze acceìera- 
trici Pi Q, R; P' ) Q'j R' ec. Intendo per 
centro di gravità del sistema il centro di 
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gravità delle masse m , m' , m" ec. consi- 
derate come se fossero altrettanti pesi ; e 
dico che se il sistema è libero , vale a dire 
senza ritegno di punti fissi o altri ostacoli 
esterni , questo centro di gravità cosi si 
muove come farebbe una sola massa S . ni 
sollecitata dalle forze S . mP , S . mQ , S . mlì . 

Diui. Valendo 1’ equazione ( B ) per ogni 
moto minimo conciliabile colle condizioni 
del sistema, varrà anche per un moto pro- 
gressivo ; giacché se il sistema è libero , può 
senza dubbio concepire un tal moto . Or sup- 
posto un moto progressivo qualunque, sarà 
Sxxz'Sx'zzlx" ec. 5j = 5j'=3j" ec. Sz=Sz'=5z" 
ec. Ponendo nell’ equazione (2?) questi va- 
lori , indi eguagliando a zero i coefficicuti 
delle variazioni residue Sx.» Syj Sz avremo 


0 mddx c n o ™<idy 
S.mP = S.- d --»S.mQ=S.-^r 


S . m R — S 


m d d z 
dt^ 


Or siano X,Y ,Z le coordinate del centro 


di gvavità ; sarà 

S.mx=xXS.m;S.my=YS.m\ S.ms= ZS.rri 
e rìiiTereuziando due, volte, e dividendo a 
ciascuna volta per d t 
_ mddx ddX g 

S.^-±= — S .m 

de de 
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onde in fine abbiamo queste tre equazioni 

S.mP ddX S.mQ ddY S.mR ddZ 

S .in ~ dt % ' S ,m ~~ de* ’ S .m di' 

Or queste equazioni sono appunto (86) quelle 
che determinano il moto d' un punto solle- 
citato dalle forze acceleratrici ni ^ ^ ^ 

o . m S. m 

S • mR ... . „ 

— -, ovvero , il che torna lo stesso , d 

S . ni * 

una massa S. m sollecitata dalle forze S. mPj 
S . tn Q , S.mR. Dunque ec. 

89. Coroll. I. Se nou vi sono forze acce- 
leratrici , ed il sistema si muove solo per 
velocità preconcepite , o per impulsi mo- 
mentanei comunicati alle diverse masse m , 
m r , m" ec. il centro di gravità cammina 
equabilmente in linea retta . 

90. Coroll. II. Lo stesso avviene se le for- 
ze acceleratrici consistono in attrazioni scam- 
bievoli d’ una massa verso dell’ altra , o d’ un 
punto verso dell' altro . 

Poiché siccome P attrazione del punto A 
sopra B è uguale e contraria a quella del 
punto B sopra A , ed è così di tatti gli 
altri punti , è palese che trasportate tutte 
queste forze nel centro di gravità, la risul- 
tante sarà nulla . Adunque per esse il cen- 
tro di gravità non concepirà verun moto ; 
nò potrà muoversi se non per le velocità 
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preconcepite , o per gl’ impulsi momentanei 
comunicati al sistema ; e questo moto è ne- 
cessariamente (89) uniforme e rettilineo. 

91. Caroli. III. Di qui si raccoglie che 
1’ azione scambievole fra le parti d’ un si- 
stema Ubero non apporta verun cambiamen- 
to al moto uol suo centro di gravità. Nei 
che consiste il principio conosciuto in mec- 
canica sotto il nome di Conservazione del 
moto del centro di gravità . 

92. Movasi un punto per la curva B M S 
( Fig. i 3 ) descrivendo nell’istante dt l'ar_ 
ehetto Mm. Se da un centro O conduco i 
raggi vettori O M , Om , il triangolo MOm 
si dirà F Area elementare descritta nell' is- 
tante dt attorno il centro O . La somma di 
tutte le aree elementari costituisce l’area 
intera descritta nel tempo t. 

Sia Qq la projezione dell’archetto M ni j 
cd O Q , O q le projezioni de’ raggi vettori 
O M , O ni sopra un piano qualunque XO Y . 
Il triangolo QOq sarà la projezione dell’ 
area elementare ? e la somma di tutte que- 
ste projezioni costituisce la projezione dell’ 
area intera descritta nel tempo t dal punto 
M attorno il centro O . 

93 . Lemma I. Esprimere analiticamente 
le projezioni delle aree descritte dal punto 
M attorno 1* origine delle coordinate , e ri- 
portate sui piani delle coordinate % , y , s. 
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Siano OX , OY , OZ i tre assi, ed OP~ Xj 
P Q —y > Q AI zz z le coordinate del punto 
M t . Sia sul piano XO Y il triangolo Q O q 
]a projezione dell' area elementare AI 0 m 
descritta nel ternpetto d t . Condotta da 
Q la perpendicolare Q R sopra O q t sarà 

QOq — — Oq.QR. Ma Oq=OQ=\/(x 1 -t-y x )‘ 

QRt=[/ (Qq' —Rq')\ dove essendo Qq* zz 

rfx* Rqzzd.OQ- Xd ~ y , 

\/ ( x ‘ +y> 

compiuto il calcolo , troveremo Q O q — 

— (ydx—xdy). Adunque se chiamiamo A la 

projezione dell’area sul piano XO Y , avremo 
2 d A = ydx — xdjr 

E similmente chiamando B , C le proiezioni 
dell’area sui piani XOZ , YOZ troveremo 
2 d B = z d x — x d z 
2 d C = zdy — ydz. 

94. Lemma II. In ogni sistema libero sol- 
lecitato da qualsivoglia forze , hanno luogo 
queste tre equazioni 

S . m = s . m (Py - Qx) 

d t x 

zddx-xidz^ m{Pz _ Rx) 


m 


dt' 


S . „ zjdy-^’ddz = s . m w t _ Jfjy 


V 
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Dira. Poiché il sistema è libero, potrà con- 
cepire moto rotatorio attorno un asse qua- 
lùnque • Or supposta una rotazione minima 
d <P attorno 1’ asse delle z > sarà (33) ■ 

, jf.dt/fty', ìyzz — XiP , Jtso 


5x'zzy'5 ( P » Sy' =— x'Scp , 52 ' zzo oc. 
Posti questi valori nell’ equazione '(•/?>;, e a 
si trasforma nella prima delle tre equazioni 
annunciate. SirnihUcnt* supposta una rota- 
zione minima attorno l' asse delle y , si avrà 
la seconda equazione ; e supposta la rota- 
zione attorno 1 asse delle x t si avrà la terza. 

yS. Scolio . Quando il sistema è libero , 
queste tre equazioni vagliono sempre e ge- 
neralmente, dovunque si ponga l’origiue, e 
comunque si costituiscano gli assi delle coor- 
dinate . ' • • 

Se v* è nel sistema un punto fisso vaglio- 
»o tuttavia quelle tre equazioni , purché pe- 
rò P origine ‘delle coordinate sì costituisca 
nel punto fisso . - ' 

Se vi sono due ponti fissi , ovvero tro as- 
se immobile , allora prendendo quell’ asse 
pér asse v. g. delle z> avrà luogo bensì la 
prima equazione , ma non già le altre due . 

96 . Proposizione //. Sia un sistema libero 
riferito a tre assi O X, O Y , O Z , e le for- 
ze acceleratrici P , Q , -R sieno tali che i 
loro momenti di rotazione attorno ciascuno 

* * 5 
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Staio** 



di quei tre a«ì si annullino • L’area descrit- 
ta nel tempo £ da ciascuna massa m attorno 
V orbine O s’ intenda projettata sul piano 
JT 0 Y, La somma di queste prpjezioni mol- 
tiplicate ciascuna per la massa a cui appar* ' 
tiene , sarà proporzionale ai tempo t . £ sa- 
rà lo stesso delle proiezioni fatte sopra i 
piani XOZ, Y Qi& . •• 

Din». Giacchi per ipotesi la somma: de*, 
momenti di rorazione -delle forze P j Q, R 
attorno ciascuno dei tre assi è nulla, sarà - 
(l. no) S. ni (Py — Qx)zzo\S. m(Ez — Rx)zzn\ 
S. m (Qz-*-Ry)zz <>. Altronde chiamaudo co- 
me sopra A , lì > C \e projezioni delle aree 
sui piani A O Y j X 0 Z , f Y 0 Z t abbiate 

aio (9^) - . . 

yddx — Xtldy zz d . ( ydx — xdy) — iddA 
zddx — ouldzzzd . (zdx— xdz) zz zddS „ 
zildy — — d. (z<ly — ydz) — z ddC 

Con questo le tre equazioui (94) diventane 

„ a ddA o ... iddC 

S . m — zzo ;S.m — - — ero -, S . m ero 

di' dt % de' 

Integrando col fare d t costante, e così che 
1’ integrate cominci quando, t =? ó, abbiamo 
S.a m,A~=ct • 2$ . ZmJS W= C t s> S '.2mC±=c"t 
essendo c, c' , c” coefficienti costanti. Dun- 
que ec.' £.»•* •••'«■ '< ; * '• 

In questo Teorema consìste il principio 
conosciuto col nome di Conservazione delle 
aree . , - . * * .* ■ 
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97 . Coroll. I. La condizione dell’ annullar- 
si i momenti di rotazione delle forze acce- 

• leratrici rispetto a tutti tre pii assi, può av- 
verarsi in più casi . Primieramente quando 
non vi sono forze acceleratrici , *ed il siste- 
ma si muove per impulsi momentanei , o per 
velocità preconcepite . Allora la condizione 
è adempiuta dovunque si ponga f origine 
delle coordinate, e qualunque ne siano gli 
assi . Pertanto in questo caso se consideria- 
mo le aree descritte attorno un punto qua- 
lunque, e le projezioni loro sopì a un piano 
* qualunque che passi per quel punto , la 
somma di queste projezioni moltiplicate cia- 
scuna per la massa corrispondente , dovrà 
essere proporzionale al tempo . 

98. Coroll. II. In secondo lungo, quando 
le forze aCceleratrici consistono in attrazio- 
ni scambievoli tra un punto e l’altro: poi- 
chè queste forze a due a due sono eguali e * 
contrarie, onde i loro mòmenti di rotazione 
sono nulli rispetto di qualunque asse imma- 
ginabile . Anche in questo caso come nel 
precedente , il Teorema vale per le aree 
descritte attorno un punto qualunque , e 
projettate sopra qnalunque piano che passi 

_ per quel punto. 

99. Coroll. IH. In terzo luogo, quando le 
forze acceleratrici sono tutte dirette ad un 
sol centro . Allora il momento di rotazione 
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di ciascuna forza sarà nullo «Spetto di ogni 
asse condotto per quel centro . Quindi io. 
questo caso vale il Teorema soltanto per Je . 
aree descritte attorno al centro delle forze, 
e projettate* sopra un piano che passi per 
il suddetto centro . • - ■' 

100 . Caroli. IF. Se un corpo è sollecitato 
da una forca acSeleratrice dirótta ad no cen- 
tro , descriverà intorno ad essó dello areo 
proporzionali ai tempi; e viceversa . 

Sia O il centro della fòrza , ed X O Y tra 
piano condotto per O e per la direziona 
della velocità da principio impressa al mo- 
bile . E facile il vedere che la traiettoria 
giacerà tutta sul piano X O Y-. Quindi 1 area 
descritta dal corpo si confonde colla sua 
proiezione A . Ora abbiamo (99) ao *-d =» ! c® : 
dunque ec. 

É viceversa sé ajwi=se<, sarà ancora 
a m,d cL A- __ ^ . Dunque (96) sarà nullo il 

de" " . • ‘ ' 

momento di rotazlotie della forza «spetto 1 
dell’asse OZ. Dunque la stia direzione ta- 
glierà Passe O Z\ e poiché giace nel piano 
XOY, passerà necessariamente pel ponto O. 
' & rt*. Proptosiddrrc- III: Sia il sistema da 
tali forte animato, che Pdx - 4 - Qdy *+■ Rdz sìa 
una diflWenliale esatta ±=d$jC 6imilróen- 
«$ P' d x’ V d y’ ± R’ d %• = d ec. Sarà 

■ S Un r* » cosi'. + a S . m <P 
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Dira. Valendo l’equazione (B) per ogni mo- 
to minimo che possa cadere pei sistema pro- 
posto , vaierà senza dubbio anche per quel 
moto minimo che il sistema realmente con- 
cepisce peli’ istante dt. Potremo adunque 
nell' equazione (B) fi» re ?x=sdx, 3 y -xady, 
Szzzdz t Stf zzdìd ec. Con queste sosti- 
t azioni essa diventa .. •».%■ 

S . m {u d u 9 d v w d w) zzS . m d 

« - ■* ' ■ , 

ed integrando 

. - *. J ' 

S. — m (u’+v’+tv 1 ) =:S . -L m V'zdò. mQ-v- cost. 
a a 

onde ec. . - . 

102. Coroll. I. Se non vi sono forze acce- 
leratrici, la somma delle forze Vive ( I. 3 io ) 
de’ corpi del sistema , o sia la forza viva 
' totale del sistema , è costante . Nel che con- 
siste il principio così detto della Conserva- 
zione delle fgrze vive , . ' , . • ■ 

lo 3 » Coroll. If. Ma quando vi sono forze 
accelerataci , la forza viva si muta nel pas- 
i sare il sistema da una situazione ad un al- 
tra v e cresce o cala, secondo che cresce o 
cala 

Sia nel principio del moto Vz zU, e 
Sarà dunque allórchè tro, S .mU' zz. 
cost. a S . m ♦ . Ma scorso il tempo ® 
biamo S . m V*. zz cost. + 2Sm$. Adunque 
sarà il guadagno della ioiza viva 


Seetonb 

S.m P* -6-S* m r iS.mf -aS.»*. 

104. Caroli. II f. li valore eli ^ non di- 
pende se non che dallo forze acceleratrici 
P } Q j R e dalle coordiniate- af , y , t de’ 
‘ponti a coi sono applicate. Dal che li tsc— 
coglie.' 1^ Che se dopo an tempo f i punti 
£ > R , C eq. del sistema saranno tornati 
dov’ erano da prima , anche la 'forza viva 
del sistema sarà tornata qual era prima , 
qualunque siano state le curve descritte ^ai 
godetti punti. 2.’ Che se quel pnftti sono 
passati altrove, come in a., b , c ec. la for- 
za viva avrà bensì sofferto cangiamento ; ma 
questo cangiati) eh to sarà lo stesso, qualun- 
que siano state le cnrVe Aà , Bb , C c ec. 
descritte '■di varj pònti del sifeteìina . 

- io 5 . Caroli. IV. Applicando queste dottri- 
ne al movimento tT un sol corpo isolato , si 
vede che se questo non* è -spinto da forza 
acceleratrice , il suo moto sarà uniforme , 
qualùnque curva esso percorra . Poiché sarà 
o, e quindi ed anche ^saranno 

costanti . 

1 06. Caroli. V. Ma se viene stimolatori* 
forze acceleratrici, e partendo- dal punto d 
cAi nna dati & *'* pervenuto nel 

punto a ^ Vefódtà F che egli avrà in a 
sarà la medesima, qualunque sia stata la cur- 
va A a per cui v* è giunto. Poiché (10*) la 
mutazione della forza viva w* V* — m U , • 
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per conseguenza anche la velocità V , è al- 
l'atto indipendente dalla curva Aa. 

107. Corolt. VI. Sia un sistema di corpi 
gravi che partendo dalla quiete si muova, 
cangiando comunque di gito. Ad ogni istan- 
te del moto la forza viva del sistema sarà 
la stessa che sarebbe se ciascuno de’ corpi 
fosse disoeso Uberamente per un eguale al- 
tezza verticale. 

Poiché se prendiamo le ordinate z< verti- 
cali, sarà <P ss g z , chiamando g la gravi- 
tà . Adunque se nel principio del moto era 
z = Z , ed Z 7 s= o , avremo ( 1 S . in V 1 — 

agS.mz — ugSétnZ. Ora fingiamo che 
ciascuna massa m scenda liberamefite per 
Taltezza z — essa avrà acquistata la' ve- 
locità j/ 2 g (z — ; Z ) , onde la sua forza vi- 
va sarà a m g (z — Z) ,■ 9 la forza viva del 
sistema sarà come sopra 2g S.mz- zgS.mZ. 
Dunque ec. , • -• ■> ■* . , 

108. Caroti. VII. Nella stessa ipotesi, il 
centro di gravità del sistema , sarà disceso di 
tanto , di qoanto risalirebbe , se ciascun cor? 
po risalisse verticalmente colla velocità ac- 
quistata nel discendere. 

La discesa del centro di gravità esprimesi 

' , ? - S . m z — * S . m Z _ * 

palesemente per — — — . Ora se 

S . m f 

tutti i Corpi del sistema Risalissero vertical- 
mente colla velocità V , ciaschedun d’ essi 


7» ' Sjrtiowi 

salirebbe ( I. 19S ) per V allena verticale 
V‘ 

*g* 


onde la salita del centro di graviti 


s pi » * 

sarebbe — ^ . Mà abbiamo veduto (107) 

essere S.m = 2 g S . mz — a g S . m Z . 
Dunque ec. 

Piopose Ugenio questo Teorema, e se ne 
valse nella ricerca del centro d' oscillazione ; 
ed appresso Daniete Ber nulli da questo prin- 
cipio dedusse le leggi dell’ Idrodinamica . 

• loy. Corali. Vili. Ritornando ad un si- 
stema animato da qualsivoglia forze, sup- 
• pongo che nel suo movimento esso venga a 
passare per quella situazione in cui se da 
principio fosse stato collocato , sarebbe ri- 
masto in equilibrio. 1 Giunto il sistema a 
questa situazione , quivi la sua forza viva 
sarà un massimo o nn minimo. E viceversa. 

Poiché nella sltuazion d’ equilibrio la som- 
ma de’ momenti delle forze ( 23 ) dev’essere 
eguale a zero , e per cpnsegujeiusa S . m P 
sarà un massimo o od minimo. Dnoque an- 
cora lo sarà S . m V' . • 1 ' " 

■f Così nel pendolò oscillane la forza viva 
è massima, qnaodo illcetitro di gravità pas- 
sa sotto ìt fulcro ; minima quando passa al 
di sopra. Devesi questo Teorema al Signor 
Courtivron . ’ 
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'fi- 
ltri. Scolio /. Tatti questi Teoremi Bai 
conservarsi o alterarsi la forza viva d’ un si- 
stema che passa da una situazione ad uu 
altra, si verificano nel supposto che durante 
questo passaggio non s’ incontri verun osta- 
colo atto a cangiare subitamente d' dna 
quantità finita le velocità de' corpi compo- 
nenti il sistema . Poiché allora da un istante 
all'altro le differenze delle coordinate i, y\ 
z non sarebbono più infinitesime,' ma fini- 
te. Nè potremmo più fare come prima (io t) 
le variazioni W, 5 y , 5 z eguali a queste 
differenze: poiché il principio delle velocità 
Virtuali generalmente parlando, uon ha 
luogo se non pei moti minimi, e per le va- , 
riazioni infinitesime delle coordinate. 

III. Scolio //..Egli è perciò che nell’ur- 
to de' corpi dori si fa una perdita di foraa 
viva : poiché le Velocità cangiano subita-, 
Diente nella percossa . Se la velocità di cia- 
scuna massa si decompone in due , l’ una 
che si Conserva dopo 1’ urto , 1’ altra che 
Dell'urto si estingue; quella parte di forza 
viva che corrisponde a quest' ultima velocità 
viene a perdersi , conservandosi l' altra . • 

. ita: Scolio III. Ma nella percossa de’ cor- 
pi elastici , cangiandosi la velocità per gradi 
minimi durante la compressione e la succes- 
siva restituzione delle parti , la legge delle 
forze vive avrà luogo . Se 1’ elasticità è per- 


• *74 . Sezione 

fetta , ogni particella si restituisce al pun- 
to donde parti, e però (104) la forza vi- 
va si riproduco qual era prima . Se imper- 
fetta , non operandosi per intero la resti- 
tuzione , dev’ esservi perdita di forza viva. 

Il3. Proposizione IP. Sia di nuovo il si- 
stema da tali forze animato che ciascun tri- 
nomio Pdx-*-Qdy-+Rdz sia differen- 
ziale esatto. Nel tempo t le masse m > m' , 
m" ec. dai punti A, B , C ec. passino ne’ pun- 
ti a ,b , c ec. per le curve Aa , Bb t Cc ec. 
Dico che queste curve sono' tali, che se 
ciascuna massa m si moltiplica per l’ inte- 
grale f P d s esteso dal punto di partenza 
A sino al punto d'arrivo a -, la somma di 
questi prodotti è un minimo . 

Voglio dire che S.m jV ds avrà minor 
valore che -non avrebbe se i corpi descrives- 
sero tati' altre curve comprese fra gli stessi 
termini A ed a , B e b ec. 

Dim. Poiché (tei) 

S. m V x s= cost. -*- aS. m (P d x-*-Q dy ■+■ B d z) 
avremo differenziando secondo 5 
S . m PS V = S . m (P 5 x ■+■ Q 5 y -t- R 5 z) 
Ponendo questo valore nell’ equazione (B) 
dell’ art. 84, ed avvertendo essere Vdt—ds , 
verrà 

S.nidiS^=S.m(duJx-+.dv5y-+.cZtvSz) 
Altronde poiché d s = j/ {d x’ -*- d v* -+- d z 1 ) 

differenziando secondo f, e poi dividendo 
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jper dt } troveremo - v. 

Vhdsz=.uìdx-+-vìdy-+wàdzr=izu4ì>x-+-vdìjr+wdlì4 
t€ perciò ancora' , -• ' . 

S.m F'SdsziS. m (u d S*x-t- vd 5 y •¥■ wd is) 
Quindi avremo 

& . m $ ( Vd s) ==-S .(mds 5 V ■+■ fn V y d s) 
S./yd(u5x-bv5y-bu'Sz). Ed' integrando 
' S.J'mi ( Ktf j) rr 5 S . m jv ds ~ Cost. ' 
S.m (USx+ySy-i-wlz). 

Compio ora. l’ integrale , 6icchè per ciasciin 
corpo si estenda dal punto di partenza A 
sino al punto «P arrivo c.\ cd allqra è mani- 
festo che se chiamerò M' il valore che ac- 
1 • - * 

quista S .m(uii+i)5y-t-H'3 quando le 
coordinate corrispondono ai putiti di par- 
tenza, ed M" il valore che acquista quando 
corrispondono ai punti d’ arrivo , sarà 

« . I S , mpVd s = &!’■' — M' . , 

Ma per ipotesi i punti di partenza A, E, C 
ec. e i punti d’ arrivo a , b , c ec- sono fissi 
ed invariabili, poiché si paragonanti tra lo 
ro le curve comprese fra quei termini. Dun-. 
que le variazioni delle coordinate ò.r, Sj, 
$ z che corrispondono a quei punti , sono 
eguali a zero . Dunque M' = M" =•: o ; e 
jS.vn Vds-=o\ e per conseguenza S. m JV ds 
è un minimo. 

114. Scolio. Non possiamo prender equi- 
voco nel dire che l’ equazione precedente 


j 6 Sazio»* 

indichi un minialo anziché un massimo: po*r 
ché JP d s può. crescere a II* infinito * poten- 
dosi allungare all’infinito la strada che dal 
punto A condoco 21 punto a, 

li 5. Coroll. I. Applicando ri Teorema al 
movimento d' un sol corpo isolato t avremo 
V ds = o . Onde impariamo questa sin- 
goiar proprietà della traiettoria descritta da 
un punto mobile , che presi in essa due pun- 
ti qualunque A, à, reintegrale J Vds per 
la curva A a è minore che non sarebbe per 
qualunque altra curva che congiqngesse gii 
stessi termini A , a . 

lì 6. Caroli. II. Se il corpo non è stimo- 
lato da forze accelerataci , sarà (iof>) V co- 
stante , e diventerà 5 s zz o * Quindi esso si 
porterà dal punto A al punto a per la linea 
brevissima . E questa sarà evidentemente la 
linea retta, se il punto è libero: che se il 
punto si move sopra tuia superficie resi- 
stente, sarà la linea più breve che su quel- 
la superficie congiunge i punti 4 ed a. . 


CAP. 


IH. 


• #v * 


fi 


Del moto cTUA puntò . 


«t?. 


> 

oichè una massa , ogni 


elemento 


della quale sia sollecitato dalle forze P , Q, & 


t 
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si rtiove non altrimenti che nn punto o 
atomo materiale sollecitato dalle stesse for-*> 
ze , quel che diremo in questo Capo circa 
il moto d’ un punto, servirà eziandio pel mo- 
to d’ un corpo animato in ogni suo elemen- 
to da forze uguali . 

n 8, Proposizione I. Determinare il moto 
i%n f)unto libero . 

L' equazione ( B ) somministra queste (Et 

ddx n _ d dy\ n _ d d z 
p = -dT ' Q= dv • *- U 

e queste ci determinano tutte le circostanze 
del moto I ' ' 

Poiché i.* moltipìicaydole rispettivamente 
per dx, dy , dz, e sommando, avremo 
Vd V ss Pdx -i -Qdy-**Rdz 
onde sapremo la velocità del mobile in ogni 
punto del suo cammino . 

2 .° Integrando le tre equazioni , avremo 
le coordinate * , y , z espresse per t ; onde 
sapremo il luogo del mobile ad ogni istante . 

3/ Eliminando e , rimarranno due equa- 
zioni tra x, y , z , che saranno quelle del- 
la traiettoria, o della curva descritta dal 
• mobile . 

119. Proposizione //. Determinare il moto 
d’ un .punto obbligato a scorrere sopra una ' 
data superfìcie. 

Sia 1 *" equazione di questa superficie 
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.dx -+- md y ■+• nei z = o ; e sia K la pres- 
sione del mobile contro di ess^ diretta se-: 
condo la normale. k. Sarà (8óf come*- »e in- 
colpo fosse liberò, e sollecitato dalle forze 
P , Q , R , — K . Quest’ ultima forza si ri. 
solva in tre dirette secondo x, y , z, Questa 

.arai.no (3) -*(^). 

I ^ 

ovvero scrivendo per brevità 

* • • K ' 

m* ti'J) =s M , saranno (3 1) — - 


Per il che l’equazione (2t) 


I/O 

tn K n K 
~M ’ ~W' 

* v , . * 

ne darà queste tre • 

K _ ddr _ ‘ mK__ddy _ nK _ddz 

’ ** M ~ cLl' ' 
Ora i.* moltiplicandole rispettivamente 
per dx, dy , dz, ed avvertendo essere 
d x -+■ m d y -+• n d z — o , la loro somma da- 
rà tuttavia ♦ 

Vd V - P d x -t- Q d y R d z . 
a.“ Moltiplicandole similmente per i , ro , 
n , ed avvertendo essere V d t — d s , la lo- 
ro somma' darà 


K- 


P + mQ-t- ri fì V' ddx-*-mddy-+-nddz 


M 


M 


d s' 


3.* Eliminando K , rimangono due equa- 
zioni tra le variabili x , y , z » t ; alle qua- 
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li se si aggiunge l’cquazion data della su- 
perficie, avremo tuttavia tre equazioni ondo 
conseguiré le coordinate x , y , z espresse 
per t. 

4.* E finalmente eliminando anche t, le 
due equazioni che restano tra x , y\ } x de- 
termineranno la trajettoria . 

120. Corali. I. Se il corpo è obbligato a 
scorrere per una curva piana, di cui sia 
1 ’ equazione d x -+■ m d r — o, potremo far® 

J? = o . E sarà 
• » 

P m Q V' d d x -+- rn d d y 

H' 


À = 


M 


d s‘ 


X 


E poiché — i M = y- ; ed il raggio 

=p d s 3 


isculatore r = 


dxddy — dy dd x 


*, diventa 


Pdy-Qdx_V’ 

& — , ^ 

a s r 

Vale il segno superiore se la%?urva è conca- 
va verso l’asse; 1’ inferiore se è convessa. 

Ove K riesca positivo , ivi la direzione di 
questa forza farà angolo acuto colle x po- 
sitive ; ed ove riesca negativo , lo farà ottu- 
so . Dal che potremo ravvisare quando la 
pressione sospinga il corpo contro la curva , 
e quando lo stacchi dalla medesima, for- 
zandolo ad abbandonarne la traccia • 


&> 


Sezioni 


121. Caroli . IL Per determinare la disce- 
sa d' un prave lunpo una data cucva , preso 
le x verticali, faremo Q = o , e P~^g, 
secondo che prenderemo le x rivolte al bas- 
so o all’alto. Quindi V* = C zt % g x\ ove 
la costante C si determinerà dalla nota ve- 
locità del mobile in qualche determinato 

g (i y 

' punto . Poi sarà K — rfc — - — qp — . E fi- 
r ‘ a s r 

nalmenre l’equazione Vdt — ± ds congiun- 
ta coll’ equazione della curva, ci mostrerà 
gl» altri accidenti del moto . 

E viceversa date le condizioni del moto , 

' potremo trovare la curva per cui dovrà 
scorrere il grave , affiuch? le adempia . Ne 
recheremo in esempio alcuni fra' più noti 
problemi sulla caduta dei gravi per le curve. 

122. Esempio I. Cada il grave pel con- 
vesso d’ un arcò circolare posto vertical- 
mente , partendosi da nn punto prossimo 
alla sommità del diametro verticale . 

Prese le x rolla sommità di questo dia- 
metro, c detto a il raggio del circolo, sarà 
y* = 2 a x — x x i ed r = a . Quindi avremo 

V 1 =2 ex; c K= — (a — 3 x). Sin tanto 

clic 3 x<o, E rimane positivo, e la pres- 
sione fa forza contro la curva -, ma tosto che 
3 x = « , vien K = o , ed oltre quel lirni- 
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te, diviene negativo . Da che si vede che il 
corpo scotrerà sul cerchio un arco di Saetta ' 
uguale al terzo del raggio, ivi giunto fug-» 
girà per la tangente . 

Il tempo della discesa si avrà dall' equa- 


zione d t ss 


d x 


Sin tanto 


yig 

che l' arco è assai piccolo , può trascurarsi 

t è ' a x * 

ar , e viene t s: — — . log. — , essendo « 

.yg « 


1’ ascissa Comunque piccola che corrisponde 
al punto dal quale il grave parti . 

123 . Coroll. I. S© il grave non parte dal- 
la cima, tua da un punto più basso, cui 
corrisponda 1* ascissa b , scorrerà un arco , 


la cui saetta sarà = -i- (a — b ) . E più bre- 

O 

ve ancora sarà quest’arco, e più presto A cor-, 
po saltera fuori dalla curv.a, se esso non sarà 
partito dalla quiete, ma entri a percorrere il 
cerchio con una velocità altronde impressa. 
124. Coroll. II. Esaminando similmente la 


caduta pel convesso d’un arco semicicloida- 
le , se sia — a il diarpetro del circolo gene- 
ratore , si troverà che il grave partendo dal 


vertice scenderà per un arco di saetta ±t 



ga Sfizio»» , 

e partendo ,da un punto più basso eui co r- 
Tisponda l’ascissa fa, la saetta dell’arco per- 
corso sarà = — 

H tempo della discesa si trova rigorosa- 

, . a x 

mente espresso da t = —^7^ • log. . 

ia 5 . Esempio IL Cada un grave pel con- 
cavo d’ un arco circolare posto verticalmen- 
te , arrivando all’ estremità del diametro ver- 
ticale . 

• Prese le x dal punto infimo di questo dia- 
metro , e chiamando b 1' ascissa del- punto 
onde si spicca il grave, "avremo V t =.ig{b—. x)i 

c K- — (a + 1 6 - 3 »x) . Quindi K h 
a 

sempre nègativo; e perciò appunto la pres- 
sione .facendo sempre angolo . ottuso colle 
x } sospinge sempre il mobile contro la cur- 
va . Minima è la pressicene nel punto di par- 
tenza , ove K sef— — (a —.fa) j massima nel 
a 

punto infimo , ove K = — ( a ■+■ 2 **) * 

Per avère il tempo della discesa, convie- 
ne integrare per serie 1 equazione 
' ad x ■ 

— * ” [/ a, g (fa'— x) (2 a x — X* ) 
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Si ottiene nna serie convergente, scriven- 
do 1' equazione così 

. dx( i- 

dt = — ^ a ^ lu • 

. ■ i k'Ì \/ {bx — i’) 

.e svolgendo il numeratore' colla serie Neu- 
toniana del binomio. Così dt viene espres- 
so da una serie di termini, tutti <Jclla ’for- 
— A n dx 

1113 TsTi “ — r* • L integrale di ciascun ter- 

\/(bx : — x) ° * 

mine dipende dall’ integrale di 


il quale preso da at= 


[/(b*—x ;*)’ 
-b sino ad ar=o, è = T . 


Con «questo progresso si trova t ~ y 

’ ' *]/ g 

HJr&WHSSrH 

•t 26. Coroll. I Quest’Esempio comprende 
palesemente il moto de’ pendoli che oscilla- 
no per archi circolari . La sefie pur ora es- 
posta esprime il tempo della mezza oscilla- 
zione , che per gli archi piccioli diventa co- 
*l/a 


stante, ed = 


2 1 /g 


E il valore di K mostra 


la tensione del filo in ciascun punto dell* 
arco, ' ; ■ . • 

.-127. Caroli . //. Per la discesa d’un gra- 
te lupgo il concavo d’ un arco, cicloidale } 


&4 Sezioni 

g a-*- 2 b — \ x 

troveremo K = — • — — — ; onde 

1/ a j/ (a —, ir) 

nel punto infimo il valore di Jf riesce lo 
stesso che nell' arco circolare . Ma il tempo 

della discesa si troverà rigorosamente 

» — ^ ^5 

qualunque siasi l'ampiezza delTarco descrit- 
to: nel che appare il tautocronismo della 
cicloide . 

12$. Esempio ITI. Trovar quella curva, 
per cui cadendo un grave eserciti contro di 
essa una pression costante = e A . 

Detta h 1 * altezza dovuta ^alla velocità ini- 
ziale del mobile, sarà V* = 2g + x) . L’ 
equazione della cercata curva sarà 
o sia 

dy Hh + x) 

• ’ t “4" 11 ■ ■ - -* il 

a s r 

* fivri f 

Prendasi ds per costante, e sarà r'zz qp ... 

. d'dy 

Sostituito questo valore, e divisa l'equazio* 

ne per essa diventerà Integra-. 

bile , e darà 

dy[/{h ,-t- x) = A ds\/ (h •+. x ) -*- B d s 
essendo B una costante , che si determinerà 
quando si conosca la direzione iniziale del 
mobile . Facciasi per brevità = JC il coeffi- 
ciente del ds, ed avremo fra x ed y l’e» 
■quazion separata - , 
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dy 


Xdx 


I/O -**) 

lag. Corali. Se h =s= o , viene necessaria- 
mente B ■= o, e fa linea d’ egual pressici- 
ne diventa nna retta inclinata alla verticale 
coll' angolo ri di coi seno è = A . Che se 
cercassimo la curva che dal grave cadente 
per essa non fosse punto premuta , fatto 
A o, ritroveremmo la parabola. 

i 3 o. Esempio IV. Parta il grave con ve- 
locità dovuta all’altezza h, e con direzion 
verticale all’ ingiù . Cerco la curva per la 
quale dovrà incamminfrsi, affinchè in tempi 
eguali discenda per eguali altezze verticali. 

Sarà V' t= a g (h -+- x) . E perchè il terdpo 
della discesa py l’arco s dee essere prò- . 
porzionale all’ ascissa verticale x , e però 
d t proporzionale a dx } dovrà essere ds 
proporzionale ad V d x , e precisamentè 
d s |/ i g h = V d x , giacché nel principio 
del moto , quando / = j/ 2 gli , abbiamo 
dsz=dx. Sostituendo il valore di V, e 
quadrando , avremo 1* equazione della cer- 
cata curva h d y' = x d oc" , ed integrando 
ghy'^r^x 1 . Questa è la parabola cubica, 
cui per tale proprietà Leibnizio diede il no- 
me di curva isocrona . ' 

181. Esempio V. Partendo il grave con ve- 
locità dovuta all’ altezza h } cerco la curva 
per cui dovrà discendere, affinchè in tempi 
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estuali si ‘scosti per eguali intervalli dal pun- 
ito di partenza . 

Q'ii il tempo della discesa per l’arro s 
dovrà esser proporzionale alla sua corda . 

'Tornerà più comodo cambiare le coordinate, 
determinando ciascun punto della curva per 
mezzo della corda, die chiamerò**., e dell’ 
angolo u che fa questa corda colla verticale. 
Col che avrò ar=zcos.u; ds* = dz‘ -*-z‘ du’ -, 
V* = 2g (h -t- z cosi u) . 

Ora dovendo per la condizion del. proble- 
ma essere t proporzionale a z , dovrà anche 
essere dt proporzionale a di, o sia d s' 
proporzionale ad V d z , e precisamente 
d_s 2 g h = V d z , giacché nel principio 
del moto, quando V = [/ 2 g h , abbiamo . 
ds — dz. Sostituendo il »valore di V , e 

quadrando , viene h id u* di' 'eoa. u \ o 

* . v .fc, " 

. . d z * d u 

aia ■ ■ — 

I / h z 1/ cos. u 

r • , ' ' ' 

Tale è l’equazion della curva, cui Leiboi- 

zio impose il nome d' Isocrona Paracentrica , 
e che i fratelli Bernulli insegnarono a co- 
struire colla rettitìcazione della lemuiscata , 
o ellisse Cassiniana.. 

l 3 a. Esempio VI. Trovare quella curva 
per cui un grave partendo dalla quiete per- 
corre un arco qualunque nello stesso tempo 
nel quale ne .percorrerebbe la corda . 

Il tempo della discesa per 1 ’ arco s , è 


I 
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= f -7~f 11 tem P° del,a dÌ8Ce * 

sa per la corda z , si troverà ( I. 234 ) 


a z 


_ Eguagliando fra loro i differen 1 - 

l/zgx 

ziali di questi tempi, si trova ds=s2dz — z<Jx. 
Ridotta quest’ equazione fra le variabili x 
cd y , diventa omogenea , ed integrata por- 
ge 2z* = a’ xy ; essendo a una costante. 

Appartiene questa equazione alla poc’ anzi 
mentovata Ellisse Cassiniana; o Lemniscata) 
posta coll’ asse a inclinato alla verticale con 
angolo semiretto , e prese le’ ascisse sulla tan- 
gente , che allora appunto riesce verticale . 

1 33- Esempio VIL Tra due dati punti tro- 
vare la curva Brachistocrona ; o sia quella 
pér cui il grave* nel piò breve tempo di- 
scenda dal punto superiore all’ inferiore . 

Dovrà dunque il tempo della discesa es- 
sere un minimo: e però dovrà esserlo T in- 
‘ ''ds 

I/* 

za al punto d’ arrivo . Pongasi pertanto 
5 S . —S.S o ; cfve facendo và- 

'V* . . 

riare solamente la y t ed eguagliando a zero 

il coefficiente di 5 y > avremo d . ■- == 0 » 

. J ds\/x 


tegrale J ' esteso dal punto di parten- 


•r 


; f 

o f 

%* 
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i X 

©ode dy = a x % / — - equazione d’ una . 

cirloide posta colla h.ise orizzontale, e ge- 
nerata da ou cerchio del diametro a. Se 
dunque sopra l'orizzontale del punto di par- 
tenza si descrive una cicloide pei due punti 
* « dati , sarà quella la cercata brachistocrona . 

> * Vj : ■ 1 ■ ‘ '..'f ' 

CAP. IV. 

PIPIil . • 

p t Del Moto d'un sistema rigido . 

* » Art. I. Degli Assi principali d’ un sistema 

r igido . 

* è 

l3v oest' Articolo servirà di supple- 
. iberno a ciò che si disse negli Elementi in- 
torno al Momento d’ inerzia ; ed agevolerà 
la strada alla determinazione del moto d' un 
sisrema rigido. Riferito il sistema ai. tre assi 
ortogonali ( Fig. »*) O X 3 OY , OZ delle 
coordinate x 3 y,z, chia tiferemo ‘d ili l'ele- 
mento della massa , e faremo per brevità 
S . x' d M A ; S . y % d M — B: S. z' d M — C 
S . xyd M — D:S. xzd M = E-.-S. yzd M — P 
onde il momento d’inerzia del sistema rispetto 
dell’asse OX sarà S . (y* - 4 - 2 * ) dM — B+ C % 
e così i momenti d'inerzia per eli altri due 
assi O Y , O Z saranno A C , A ■+• B . 

1 35. Proposizione I. Dati i momenti d’^in- 
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erzia pei tre assi O X , O Y ,X) Z , trova- 
re il momento d’ inerzia per un asse qua- 
lunque OG condotto per l'origine O. 

Sia O F la proiezione di 0 G sul piano 
XOY , e siano gli angoli XQF—p, FOG—q. 
Sia nel punto M l'elemento d M determinato 
dalle coordinate OP=.x , PQ—y, QM—Z. 
Condotta sul piano XOY la QR perpendi- 
colare ad OF , mutiamo le coordinate, fa- 
cendole OR—x', RQ-y', QMzzz' . E sarà 
a f — OQ cos. ( POQ — p) — x cos. p j sin . p 
y' — OQ sin. ( POQ — p>y — y cos.p — x sin.p 
l' =zz. 

Compiasi il rettangolo R Q M T , si con- 
duca la TS perpendicolare ad OC , e eom- 
. pioto ancora P altro rettangolo M T S K , 
. mutiamo di nuovo le coordinate , tacendole 
OS = x" , S K = y" , % K M =. z". E sarà 
x'' — 07 cos. ( ROT—q ) = x' cos. q-*-z’ sin. q 
*y n ci y* • * 

z* = Orsin. ( ROT — q) — z' cos. q — x’ sin. q 

Sostituendo quivi i valori 1 precedenti di 
af , y'j *' e poi ricavandone il valore di 
y" % z"y , avremo il momento d’ inerzia 
" *per l’asse OG; il quale se dicasi E, pro- 
veremo ? = S .{y' 1 ' -t- z"’) d M — 
•d(sin.pM-cos./> l si iuq’ cos p’-t-sin.p*sin.g*) 

-t-Ccòs.tjf* — 2 D sin. pcos. p cos. q' 
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. 1 . 36 . Corollario . Cogli stessi dati si po- 
tranno pur calcolare le somme S .x"y"dM, 
S.x” z"dM\ e confrontando'! valori di queste 
somme, col valor trovato di £ , si vedrà 


essere 


S. x"y"dM= — ; 

3 cos. q la pj 

■r-i&K 


S .x"z"cl-M: 


137. Proposizione //. Fra tutti gli assi 
condotti per T origine O, trovare ([uell’ as- 
se O C cui competa il momento d' inerzia 
massimo, o il minimo. 

Sciogliesi questo Problema còlle due equa* 

fioni '(bH** tn)=.° . 

Differenziando adunque il valore di £ ( 1 35 ) 
separatamente rispetto alle due variabili ’p, 

? , ed eguagliando a zero entrambi i djtfc*. 
renziali , avremo due equazioni per determi- 
nare i due angoli p , q che fissano la posi- 
zione dell’ asse ricercato , . 

Eliminando q , rimane per determinare f 
angolo p un equazion cubica assai compii.* . 
cata,*che avrà questa forma (a) 

A' tang./j J -t- B' tang. p“+. C' tang .p — o. 


(a) V. Euler Theoria motus corporum solida 
rum .* art 438. 


Digitized by Goog 


SECONDA. , 01 

^ * ' ** • T 

1 38 . Coroll. I. Quest' equazione , siccome 
cubica, avrà certo una ladice reale. Dovrà 
anzi averne due; poiché essendoli momento 
d'inetzia per ogni asse quantità positiva, ss 
v’ha un asse che d/p il momento massimo , 
dovrà per necessità esserne un altro che dia 
H minimo; e viceversa.. Che se due radici 
sono reali, non potrà non esserlo anche la 
terza. La nostra equazione avrà dunque tut- 
te tfe le radici reali; e peto indicherà, ge- 
neralmente parlando, tre assi. 

’ 139. Coroll. II. Ma non a tutti tre que- 
sti assi potrà convenire la qualità del mas- 
simo , o minimo momento ; che anzi se uno 
dà assolutamente il momento massimo, e 
l'altro il minimo, il terzo non potrà dare 
nè 1 ' un nè I’ altro . £ già è noto che dall’ 
essere il differenziale d' urta funzione eguale 
a zero, non sempre si conchiude il massimo 
o il minimo. 

, 140. Coroll.. III. Bensì . converrà a tutti 
tre gli assi la proprietà, che il differenzialo 
del loro* momento d’inerzia è ugnale a zero; 
valé a dire che un -minimo cangiamento 
nella situazione dell'asse per qualunque ver- 
so, non cangia punto il Valore del momen- 
to d’ inerzia . 

141. Corali. IV. Portano questi assi il no- 
me di Assi principali del sistema . • Asse 
principale è dunque quello per cui il’ diOfe- 


I 


t 




T 
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rqnziale del momento d’ inerzia è nnllo . £ 
•i vede che per ciascun punto del j sistema 
ponno condursi tre assi dotati- di questa 
proprietà . • 

td n 

142. Coròll. V. L’ equazioni 0 , 



per le' quali si determinano gli 


assi principali , traggon seco quest’ altre due 
(i 36 ) S . x" y" d M = o , S.x"z"dM—o» 
Dunque ogni asse principale ha questa pro- 
prietà, che se in esso 6i prendono le ascisse 
x , sarà S . xy d M. = o, S.x*dM = o. E 
viceversa . ; . . » 

14.3. Caroli. VI. Se il sistema è simmetri- 
co attorno 1 ’ asse OC, sarà OC nn asse 
principale . 

Poiché prese le x sull’ asse OC, per ogni 
elemento d M determinato dalle coordinate 
r, y v8 ne sarà un. altro eguale, determi- 
nato dalle coordinate x, — y . Onde si vede 
che sarà S . xy d M = o . £ nello slesso mo- 
do si troverà essere 'S.it dM = o . Dun- 


que ec. 

144. Scolio. Cercare gli assi principali d’ 
un sistema per via dell’ équazion cubica 
(137) sarebbe fatica improba: ma ne* siste- 
mi simmetrici , il Corollario precedente ne 
indicherà almeno uno di questi assi. £ co- 
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noscendone. uno ; facilmente si- scoprono gii 
altri due per via della seguente 

145. Proposizione III. Dato un asse pria» 
cipale , trovar gli altri due. 

Sia OX l'asse principale conosciuto . Prese 
va quello le x, potremo fare (142) Dz=.E— o. 
Ora per. trovare un altro asse dotato della 
6tessa proprietà, nél valore di £ ( 1 35 ) che 
esprime il momento d' inerzia d” un asse qua- 
lunque, pongo DxzE — v, 9 *: poi ne ricavo 

le due equazioni ^cì~j^ = 0 » 

quali per la determinazione degli angoli 
p , q t daranno 1’ equazioni seguenti 

2 F 

cos. p = o tang. 2 q = £ 

% 

La prima dà p =3 90* . La seconda , se 

chiamo ,2i 1'. angolo che ha per tangente 

• a F * ’ • 

dà per determinar* 1* angolo q que- 

sti due valori q = i , q = i 90* . 

Quindi gli altri due assi principali conf- 
pagni dell’ O X saranno i.* Oy condotto 
sul piano YOZ ad àngolo YOy = I . *2.° Oz y 
che sullo stesso piano fa l’angolo YOz=zi-b<)o’, 

146. Caroli. I. Adunque i tre assi princi-* 
pali sono fra Ipro perpendicolari . 

147 . *Coroll. II. Se prendiamo Sugli assi 

principali le coordinate avremo . 


94 " . Sezione 

S . xydM~ o S . xtidJf — n ; S . yzd M — 0 
e se di più rollochiamo I origine nel rentro 
di gravità del -sistema . avremo ancora 
5 . x d M = r ; S ..y d M = c ; S . z d M = o 

->4 l( - Proposizione IX. Dati i momenti A' 
inerzia pei tre assi, principali, trovare il* 
momento d« inerzia per un asse qualunque 
condotto per la Joro origine. 

Siano i tre assi principali OX x OY , OZ t 
c i loro momenti d'inerzia A' f £',(?. E. 
l’asse OG fai eia cogli assi principali gli 
angoli C O X — f , G 0 Y — g, G O Z — h . 
Sarà per 1’ asse O G il momento d’ inerzia 
* = A' cos. f- -t- B' cos. g* -i- C cos. h' . 

Dim. Prendendo le coordinate sugli assi 
principali , pnt emo ( 147 ) nel valore di £ 
(i35) porre 1 D — E — F = p . Ed in luogo 
.Ielle altri? lettere A f B , C (« 3^) ponendo 
i loro valori dati dall’ equazioni 

B + C= A' -, .A + C = B' -, A + B = C ‘ 
vena 

— A' cos.p’ cos 9 1 -k-B'iia.p' cos .q’ -+• C'sin.q' 
Ora è cos. p cos. q = cos. G O X= cos. f 
si ai p cos. q — cos. G O Y — cos. g 

. sin. q — cos. G O Z % br cos. h . 

* • 

Dunque ec. 

1 ^ 9 ,‘Coroll. I. Poiché i tre assi principali 
sono ortogonali sarà : • < 

cos. f* -+- cos. g* -+- cos. h' sz i . Onde dei 
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tre angoli /, g } h bastano due per fissare 
la posizione dell’ asse OC. . • 

150. - Caroli. II. Quindi il valore di £ può 
esprimersi anche in questa guisa 

£ = A' - ( A 1 - B') cos. - (A' - C') cos. ; 
ovvero ’ 

£ =C’- h (A’— C'.) cos. f ■+■ (A 1 - B') cos. g* 
Sia A' > B[ > C' : apparisce tosto che sa- 
rà A' > £ >‘C' . ‘Onde si conferma che 
momento d’ inerzia d’ ogni asse è compreso 
fra il massimo^' cd il minimo C' compe- 
tenti a due assi principali . 

151. Caroli. III. Può avvenire che fra i 
momenti degli assi 'principali , ve ne siano 
due eguali fra loro . Siano qnesti i momenti 
degli assi OX , O Y f onde sia ’ A' = B ' . 
Allora diventa 

£ == A 1 (1 — cos. h’) C cos. h’ 
il qual valore viene = A quando hzzq <)• . 
Dunque tutti gli assi condotti nel piano XOY 
avranno eguali momenti d’ inerzia 

l5a. Caroli. IV. Può anche avvenire che i' 
momenti degli assi principali siano tutti tre 
eguali fra loro ; onde A' — B' — C' . Allora 
diventa 2 zz A' , e- tutti gli assi hanno lo 
stesso momento d' inerzia. 

I53. Coroll. V. Di qui si vede che gli assi 
principali che ponno condursi per un pun- 
to qualunquè del sistema, sono sempre o 


è 


r 

<fi, Seéions 

* in numero di tre , o in mimerò infinito v 

if» 4 .'Scolio. Per le cose sin qui dette 
agevolmente si ravvisano pii - assi principali 
dèlie figure più semplici. Nel parallepipedo 
rettangolo gli assi principali condotti pel 
centro *di gravità sono tre rette parallele 
ai .lati . Nella sfera ogni .diametro può aversi 
per un asse principale. Nel cerchio, cosi 
per la periferia , come per 1’ arpa uno de- 
gli assi prinripali è una retta elevata sul 
centro pormale al piano del cerchio; gli al- 
tri due sono due diametri qualunque, che 
si faglino' ad angolo retto: poiché ogni' dia- 
metro essendo similmente» posto rispetto al 
cerchio , ha egual momento fY inerzia . Si- 
milmente nei solidi di rivoluzione , V asse 
medesimo di rivoluzione è tino ‘do’ princi- 
pali , e gli altri due souo due rette qualun- 
que perpendicolari all’ asse , che si taglino 
ad angolo retto. , - — 

1 55 Proposizione V. Trovare il momen- 
to 3’ inerzia della periferia circolare rispetto 
d’ un diametro. 

’Sia il raggio — o • L’ élementò essendo 
= e la sua distanza dal diametro 

' y ■' • •/ ...••* 

essendo — y » sarà il momento elementare 
zzaydXf ed il momento totale 

— a J'y d-x ~ to' — -- M a' . 
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1S6. Coroll. t. Di qui si passa agevolmen- 
te a^trovare il* moinento d’ inerzia delVYfca 
circolare rispetto d’ un diametro . Prendasi 
pet> elemèjnto. deir.azea la zona compresa tra 
le ascisse x , x ■+* d x, è sarà ( i 55 ) il mo- 
mento elementare —: 1 t x ì dx. Integra rido , e 
facendo jrsfia > avremo il momento total* 
; j r ' ”'■* ’ c - v j V* c i t * . L 

■ ! ™" lf . ^ ® ^ <*S. «; .* ■ f < 

' Che sé Volessimo *if rhomento'd* ìnèrzià risi 
petto d’ un asse "parallelo al diametro, e di- 
stante dì esso pe^ PiótcrVallo k, questo »a- 


■k a* fc *. 


rebbe ( L 260 )' ss — ‘iA** 

. . - 4 

* 157. Coroll. //. Tlu" oltre pctremo in ogni 
'solido di* fivolu*ìoqe uf àssepnare i tnnui^nti 
d* inerzia ‘cotnpetemi 'àgli assi principali. CHI 

per l'asse di rivoluzione si trovò. ( f Ì7'3 ) il 

& i : a . *~k /i , F . ' hJ \ 

oménto fife — v J'y* éx:: Gli àlfrfr due assi 

'•? ■* « t n -ir*-. l ìrt ■ v — ' ' • 


hanno momenti eguali., $be or& v ^j^rminé- 
retno . . Si consideri nn asse principale. con- , 
dritto ^>e 4 - Vèrtice Vièì solido normalmente 
all’ asse di rivoluzione, su cni si prendono le 
x. £ per elemento dèi solido prendasi iaufal- 
da frapposta alle ascisse x , x-*~ dx . Questa 
può aversi per un cerchio di raggio 'j, di- 
stante dall' asse principale per 1 ’ intervallo 
V* Quindi (» 56 ) il : momento d’ itieriia eie- 


9$ Sesto»*' 

* ' W 'Ì «. , « I • M ^ 

mestare sarà — ir y* d x -*• x y‘ d x . Ed il 

' ? V , 

v- * 

momento totale = — * f y k dx-+xf s x y*dx+ 

^ “Vi ! V c- 

Che se vogliamo considerare gli assi prin- 
cipali condotti pel centro di gravità del so- 
lido , e sia X 1’ ascissa del centro di gravi- 
tà , il momento d’ inerzia. competente all’ as- 
se di rivoluzione rimarrà come prima -, ma 
il momento d' inerzia per ciascuno dei due 

diametri normali all'asse, diventerà (1. a05) 

- . • 

— r J'y * d x •+• *yy y’ d x — M X* . 

.% L" 4 ■ s 

;i r,8. Coroll. III. Pel cilindro, pel cono, 
e per la sfera, trovammo altrove (1. 274) 
il momento d’ inerzia riferitp all' asse di ri. 
votazione . Ora aggiungeremo il valore del 
momento d’ inerzia degli stessi solidi riferito 
a un diametro condotto pel centro di gra- 
vità normalmente all' asse; ritenendo le stes- 
se denominazioni d’ allora. 

r ' • 

1 . ’ Pel cilindro , S s= — M a' — Mb* - 

4 fa 

Z C ^ 

2. * Pel cono, S — — M a' -r- M b' 

2o So- 

. " wtV-* ’ - 

83 

3. * Per P emisfero, $ = - — jlf a 1 

3ao 

4. * Per T ellissoide, essendo a il semiasse 
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di rivoluzione , 6 il* semiasse conjugato, il • 

momento d’ inerzia rispetto del primo è 

a ''.-v . .* - f 

<S'= 7 ~ M.b' \ e rispetto del secondo 
■> • 

, ■ ' • ' '• 1 

S= j ilf (o* - 4 -&*). > ; 

Art. II. Formolc che rappresentano il mota 
rotatorio d' un sistema attorno un punto. 


i5<). JlToiohì: un sistema rigido non pnò 
avere altri moti fuorché il progressivo ed il 
rotatorio , . ed il primo di questi sappiamo già- 
rappresentare analiticamente , resta che leg- 
giamo con quali foratole possa rappresentarsi 
,il secondo*' • ? - \? ■ . ’ ^ 

160. ProfTositione I. Pongasi ohe il siste- 
ma giri nello stesso tempo Attorno i tre assi 
ortogonali delle coordinate O X , OY, OZ 
(Fig.-lS) colle velocità angolari p, q, r 
rispettivamente ; così che nell’ istante d t 
descriva attorno questi assi gli angoli mini- 
mi pdt, qdt , rdt. Si vuol esprimere il 
cangiamento di luogo d’ un punto M del 
sistema nell' istante d t . 

Si ronsideri dapprima la rotazione rdt 
attorno 1 ’ asse O Z da X verso Y . Sia O Q 
la projezione della O M sul piano X O Y . 
11 punto Q scorrerà nell' istante de 1’ arche t- 
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to Qq = OQ.rdt } ed « ponto 4f «cotwrì 
un archetto eguale e parallelo, a questa Qq, 
Le coordinate del punto M «oso OP — x, 
PQ— y,QM—zj ed “i triangoli simili' 
OPQ, q Q r danno * ' 

OQ :Qq ::OP:qr::PQ:Qr v ^ sia % 

1 : r dt :: x : dy — d x * 

Onde avremo per questa rotazione 
d x — — r y dt ; d y — r x d t ; d z — o . 
Appresso si consideri la rotazione pdt at- 
torno l’asce OX da Y verso Z. Sia OC la 
projezione della OM sul piano YOZ. Il 
punto C "scorrerà l’archetto CczzOC . pdt\ ^ 
ed il punto M scorrerà un archetto eguale 
e paraHelo a Cc. Ed essendo le coordinate 
di M y O B zz y , B C — z , C Mzzx , k tri- 
angoli situili O B C , c C t daranno 

0 C : C c :: O B J c;t :j B C i C s ; o. sia 
1 : p d t'.: y : d z:t z: — dy 
Onde per questa rotazione sarà 
d x — o ; d y — — p zdt \ d z zz py dt 
Per ultimo si consideri la rotazione q d t 
fatta attorno l’asse O T da Z verso X. Sia 
ON la projezione della OM sul piano ZOX. 
Il punto N descriverà l’archetto NnzzON .qdt ; 
ed il punto M scorrerà un archetto eguale 
e parallelo ad A 'n. Essendo le coordinate 
di M , OL — z, LN — x, N Mzxjy avre- 
mo pei triangoli simili OL N , nN t 
O JN : N n :i O L : n t :: L N : N t \ o sla 
i : q d t :: z : d x : : x : — d z 
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e sarà per questa rotazione! \ . - J 
dxxiqzdt ; rfy ao ;"dz ^:~qxd'tv 
E facendoli tinte ere' le rotazioni Lasie* 
«oc, sarà , •* •;> - ^ , . 

*' «f.rss dt (qz — ry) 

» (Q dy zzdt {rx-~ pz)' 

d z z± d t (py — q x) ‘ V 

»6r. Corali. I. Si conduca per O la retto 
O C determinata da questa proporzione 
> , V .. xxy yz:.p: q : r 
$arl , per ciascqn punto di questa retta 
dxxz o , .dy £5 Pf'dzzzp. Adunque per 1’ 

• istante dt la retta QG Voterà immqta , e 
tutto il sistema - oojd farà che rivolgersi in- 
tórno ad essa . Per questa proprietà dicesf 
la OC Msc istantaneo della rotazione. 

ÌÓ2. Caroli. II. Facilcftente sii determina la 
peaiziòoo di • questa Asse istantaneo . Siano 
f , eli angoli che esso fa cogli assi 

O X , OY > QZ ; \ e sfacciasi per brevità 
l/lipt -t-q' H.r*)sa V. Sarà v 

COSr/= -p I C08.,g =r -j? CQS. h=S .y : - 

i63. Corali. HI. E la velocità angolare ili 
questa rotazione istantanea attorno " OC, 
sarà == V : •* ; 

In fatti condotta .la perpendicolare P K 
sopra O C , sarà P K~0 P siti. / — (i 62) 

-OC • * 

TÈr l/(9* r*)./Ora pel punto P abbiamo 
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■y — O, *=so, fe per consegue™* (160) 
Jx = o, dy = rxdt, d z = — qxdt. Dun- 
que la velocità del punto P sarà ,s 


de ' .. 

• 1 '1 .. 1 • 

£ la velocità angolare attorno OC sarà 


* * ‘ 1 


P.JC 


.. • w 


164. Corali. IV. Tre rotazioni pdt,qdt 
rdt che insieme 91 facciano attorno tre assi 
ortogonali , equivalgono lad una rotazione uni- 
ca dt[/{p*-^ 7*-t-r*J attorno un asse che 
farà coi tre primi gli angoli de’ coseni 

j • 

p q . , . r 

* y/{f+4f- i-r!)' 4 -r*) 

• £ viceversa una rotazione Fdc attorno 
un dato asse, equivale a tre rotazioni simul- 
tanee V d t cos. f , V dt cos. g , V dt cos. h 
attorno tre assi ortogonali , che faccian con 
quello gli angoli de’ coseni f , g, h. 

165. Coroll. V. Qui di nuovo ci si dimo- 
stra quello che io altra guisa ( I. 99) 9 > di- 
mostrò negli Elementi : che impedita la ro- 
tazione attorno tre assi ortogonali , è impe- 
dita ad un sistema rigido la rotazione attor- 
no qualsivoglia altro asse, che passi per la 
loro origine . 

. 166. Proposizione IL Pongasi che gli assi 
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OX , OY x C^Z siano fissi nel sistema, di 
modo che facendosi le tre rotazioni come nel- 
la Proposizione antecedente , ciascheduno de- 
gli assi come OX giri insieme col sistema 
attorno gli altri due . Si vuol esprimere il 
cangiamento di Juogo dei tre assi nell' istan- 
te cfr. 

Comodamente si rappresentano questi can- 
giamenti di sito per mezzo della Trigonome- 
tria sferica . Intendasi col centro O , e co^ 
raggio = i ; alescritta nello spazio una sfera 
(Fig. 16) e siano X‘, Y , Z i punti della 
ena superficie peT dove passai gli assi OX, 

0 Y , O Z . Essendo questi as*t • ortogonali , 
gU archi X Y , Y Z , Z X saranno quadran- 
ti di cerchio massimo, e si tagli^afino ad 
angoli retti . Preso ad arbitrio fra i circoli 
massimi della sfera un circolo fisso ATB, 
e fissato in esso parimente ad arbitrio un 
punto T t sianó gli archi TXz=.l , TY-zzm , 
TZ — n, e gli angoli £ TX=z x, B T Y — ^ 

JB TZ = v . Ora facendosi congiuntamente le 
tre rotazioni pdt , qdt , rdt attorno gli • 
assi O X } O Y , O Z si vuol sapere quale 
•pazietto descrìveranno nell* istante d't ì pun- 
ti X, Y , Z , b come varieranno gli angoli 

1 i m , n , * , n , v. 

Si cerchi da prima il # movimento del pun- 
to X . Per la rotazione p d t J che si fa sullo 
•tesso polo X , esso non si moverà punto • 


*o4 


Sanom 


«ode sarà peir questa rotazione A i <* . 

die s o ^ fi" • ■ d \ sjpt)' . ; , jj. ,..t 

Per la retaZiOfte qdt che si -fa sul polo Y-, 
il punto X descriver* uu archetto XQ—q di f 
portuale ad YX. E .conducendò Q H per. 
pellicolare a TX, sarà . . . - .•••• \ .. 

XR = XQcq*..TXQ * i 

t^-XQc os. TXZr=^gdt—- n - 

- * sin. f 

* Q R =z JT^sin. TX Q 

sjrfV jM ) . • i ' à& ■ 

= X Q cosi TXY e» </de C -*- nt - 

JÉII sin. I 

Ma X R — — di , e l’archetto Q R è la mi- 
sura dell’angolo Q TX in un cerchio che ab- 
bia per rapaio sin. TX, onde QRzz— d Xsin.Z. 
Dunque sarà per questa seconda rotazione 


d I — q d • dx=L. qdt '2t-H! 

> jun.l • . _ sin. i * 

Tn epial modo per la rotazione rdt che 
ai Fa sul polo Z troveremo 

* > '< t> rW • • A* i ‘ r ' ) 

“>*•'"» . cos. n 

— : — 7 i d\— — rdt 

Sin. I sin. 1‘ 

0 ì * n 4 f L* 

E facendosi tutte tre le rotazioni insieme 
avremo, per lo spostamento del polo X le 
due equazioni 

d l sin. / = d t (q cos. n — r cos. ni) 
d A sin. V sz — dtiq cos. m-t- r cos. «) 

' Alla stessa guisa si esprìmeranno le trasla- 


cos. in. 


d l — r d t 

■ ) ' «* ^■T'V- ■ 
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Cc/ A sin. /* =r — d t ( 
(■E) W f* sin./n* = — d c ( 
' Jd * sin. n* = -dt( 


SICONDA . 'io 5 

«iooi degli altri due pòli T, &. Onde sì ' 
avranno tra gli angoli l, my ri, k, p, ' 
queste sei equazioni . 

idi sin. I — d t(q cos. n coi. m) 

(Z>) (d tu sin. m = de(rcós. I —pcos.n) 

(d n sin. n — d c(p cos. m — q cos. I ) 

C d A sin. I zz — d t la cos. m r cos. n ) 

I r É 7 « 7 

-i _ J ‘(rjos. r -+-/)cps. /.) . 

( p cos. /-+-</ co?, m) 
167. Scolio I. Dei tre angoli l, m , n ba- 
sterà dall' (((unzioni (D) ricavarne due* che ‘ 
il terzo ci si. paleserà dall’ essare 

cos. l x cos. m‘ -4-nos. n‘ — 1 
E degli altri ire X i p } v luterà dall’ e- 
quazioni (E) ricavarne duo solo ; che gli al- 
tri due ci si paleseranno dall’essere 
cos. (p — x) = — cor. L cot. in 
cos. ( v — p) — _ cot. m ,cot. » i 
■■ 168. Scolio JI. Per le forinole’ raccolte in 
quest articolo, conoscendo noi le tre velo- 
cità p, q, r. colle quali si rivolge il sistema 
attorno tre assi ortogonali , • conosceremo 1% 
situazione di ogni 6uo punto ad ogni i&tan- ’ 
te : sia per mezzo dell’’ equazioni (C) se qua) 
tre assi sono fissi, nello spazio , sia per. tb 
equazioni ( D ) (E) se. dessi sono mobili in- 
sieme, col sistema.^/ ,. L . i , . . 

• ■ . Xt 
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v Alt. IH- Dètermi nazione del moto 


d? un sistema rigido , 


v 


, 169. V^ojie 1’ equilibrio , cosi anche il 

moto d’un sistema rigido si determina ge- 
neralmente e compiutamente per sei equa- 
zioni e, non più, È queste sono per riguar- 
do al moto le tre equazioni dell' art. , 80 , e 
le tre dell’ art. 94. tutte sìei derivate dalf’e- 
qua^fon fondamentale (J 3 ) . Le prime tre ci 
mostrano che il centro di gravità del si- ■ 
sterna cosi sfr muove come se tutta la mas* 
sa vi fosse raccolta, e torte le. forze vi fos- 
- sero immediatamente applicate; onde questo r ' 
cammino 'del centro di gravità si determi- 
na non altrimenti che quello d’ Un punto 
sollecitato da forze date . Determinato il 
viaggio del centro di gravità , non può ri- 
manere altro moto al sistema , se non cho 
una rotazione intorno a quel centro . E que- 
sta rotazione si determina per le tre equa- 
zioni dell’ art. 94. siccome tosto vedremo. 

170. Proposizione /. Date le forze accele- 
latrici P.j Q, R sollecitanti ciascun elemen- 
to dM , determinare la rotazion del sistema 
attorno il suo centro di gravità . 

• Prendasi il centro di gravità per origine , 
e i tre assi principali OX , OY 3 QZ ( Fig. i 5 ) 
per 1 esso condotti si prendano per assi delle 
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* t j 1 e . Si dicano HF,, <?. , JET le somme de’ 
momenti delie forse per aggirare il sistema 
attorno gli assi OX,QY, QZ rispettivamen- 
te, pel verso XYZ. Di modo che sarà 
F — S.d M(Ry-Qz) 

*. G^zS.dM {Pz •— R x) • 

H = S.dM (Qx~Fy) 

Ciò posto,* le tre equazioni (94) ponendo- 
vi d M invece di m, e moltiplicandole per 
dt , daranno ^ >-,• 

?dt = S.ydM d —-S.zdMtp!- 
dt ' dt 


‘ Cd« = S.zdÌf ÌÉjÌ-8.xdM?-^ • 

- ~ dt dt 

> _r, _ T L ,,ddy ' , 1 ddie i 

Hd t = S. x d M —, - — S . y d M —, 

Ct t ' y / de 


d d z 


Ora siano p> q, r le velocità angolari coly 
le quali girerà il sistema attorno i tre assi 
OXj OY, OZ. Nell’ equazioni precedenti, 
in- luogo de’ differenziali delle coordinate 
x t y 3 z *i mettano i loro valori-in p,q^,r 
tolti dalle equazioni (C). E si avverta elio 
per aver prese le coordinate sugli assi prin- 
cipali , sarà (147) .. i . 

S . xydM=o , S . xzdM =so> S .yzdM 5=0, 
onde spariranno tutti i termini che sotto il se- 
gno S contengano xydM 9 xzdM o yzdM 
moltiplicato per qualsivoglia funzione di pjf 
q f r ; giacché p , q , r non sono funzioni se 


i 
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non die della variabile t , e però escoc 
fuori- del segno, soromatorio S . Di più si 
chiamino A , B > C i momenti •<!’ inerzia del 
sistema rapporto ai tre assi principali OX, 
O Y , O Z j onde , sia 

S.dM(f +z’> = A ; S.d M (x' + z' ) zz B -, 

• S.£/if(*’Vr)àCi' 

Con queste avvertenze compiuta la prescrit- 
ta sostituzione y darà in ultimo le tre equa- 
zioni semplicissime ~ ««< 

F d t. — A d p fi — B) qrdt 

( F ) "Gd t ■n B d q (A — C) prd t 

' v Hdt—Cdr + {B — A)pqdt 

• ■ » » » « 

onde conoscere le tre velfcità p > { 1 > r > e 

p<*r esse (168) la poùzion del sistema ad ogni 
istante • ' ^ ‘ * • ' 

171. Coroll. I. Note le velocità p, q > J sa- 
premo ancora per ciascuno istante (162 . i 63 ) 
dttomò qual asse e cbri qVral velocità angò- 
lai;#' si ravvolga il sistema* / 

i<Ja. Coroll. li. Suppongasi che il sistema" 
fosse da prima in quiete , cosicché quando 
(de fiossé p =*q =jr = o. Sarà'pel prin- 
cipio del moto 

Fd e=± Adp \Cdt = B dq \ ffdt = C d ? 
onde le velocità angolari infinitesime cl p , 
do , dr colle quali il sistema incomincierà 

.>• * Bdt' 

a Svolgersi attorno i tre assi , saranno — ~ y 

«A 

V 4 --V.- ‘ K 
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log • 

C d t II d t ■>■■'* ‘ -* 1 » i»V.3. ■ftt' 

~g— i — ^r*.' Se dunque per compendio si 

;■ . //f- -c* '* ir\ r - * * A 

P° n g a V (5* ■** 2?“”*" '0 / *= W •> la8 ^ *Mt 

. tantaneo delia rotazione iniziale farà, coi tre 

H 


asti g|* 'angoli , 

e s^rà la velocità angolare incipiente d V ±= 

nr _J X.. a * ' * l '.'a . • 

r»- % 

, i 73. Proposizione //., Determinare la ro - 1 
fazione del sistema dou sollecitato 4 *» veru- 
na forza aeceleratrice . • *v „ 

Qui sarà =t G(=//’=so; e. se. per aJr- 
bre via reta remo .... . 

' •£?.— ^ ^ . j * 2?- * - . 

-zr = .' w • -c- r? : 

Je tré equazioni (/'’) diventeranno 
*£/*= Lqrdt ( dq = Mptdt ; ti r.=JV/>q d *' 
Pongasi pq r d t = d <P ed avremo t ' ’ 
pdp=±LdQ ; qdq = Mxi<P ; rdr^sNdp 
ed integrando' ‘"' l *■;•* : i • • 

J>* =2L(p-t:a'-, :q'= 2Mfy-t.br ; r‘=aiV 4 > -+.C* 
essendo a,b t c i valori iniziali di p, q t r 
c quindi ; > v ••* • » *+• 

*'. - > *> • • * - ; ‘ ' flty - ■ <•••■* -‘-v ••'•* 

. Z ** (2 ) (2 Np + c*) 

Integrando quest’ equazione in guisa die t=o 
dia <P s= o t conoscerninò ad ogni istante ib 


• • tur 


Suioms 


valore di <f* * onde quelli delle tre velocità 
p> q , r. ' £ \ ' 

Rimane a determinarsi la posizione degli 
assi principali, ricavando dalle equazioni (D) 
gli angoli l , m ,n , e dall’ equazioni' (E) gli 
angoli X , n , y . Se per compendio si scriva 
f/ ( A ’ a* •+- £- b‘ C; c*) , > - 

si soddisfarà all’ equazioni (J 9 ) ponendo 


cos. I = 


±P 

K 


i , \ ■ l • • C r 

cos. m = ; cos. n =* 


ed infatr» questi valori sostituiti nelle equa- 
zioni (2>) le seDdoqo identiche colle eqtia- <•' 
cloni (F ) . • / : r- 

' Finalmente delle equazioni (E) basterà (167) 
^risolverne la prima, per ricavarne l’angolo 
x . Or questa prima equazione colla sostitu- 
zrona de’ valori precedenti di l , m , n di- 
venta a, , ..... ; • . ' . 

d »( 4 * p % - K'y =; Kdt (Ey\ Cr *) 

' Dove se in luogo di p, q > r porremo i loro 
‘ valori già determinati per .{ > avremo un e- 
quazion differenziale separata fra x e t , l’ in- 
tegration della quale darà per ciascun istan- 
te 1’ angolo x , e quindi gli altri due . . 

1V4. Scolio /. 1 valori degli angoli 1 3 m ,n 
potranno èembrare incompleti , > perchè vi 
mancano le costanti arbitrarie che dovreb- 
bero poi determinarsi in guisa che posto 
t = 9 dessero i valori iniziali di quegli an- 
goli. Ma ciò non è necessario nel caso no~ 


Digitized by Google 



trarj eglino stessi , potendosi fissare! ad ar- 
bitrio il punto T nella sfera ( 166) donde si 
^ spiccano gli ardii 1 3 m n . E la proposta 
risoluzione sarà completa , fissando il suddet- 


mano quello che altronde sappiamo per If 
Art. xoa: che Ja forza viva del sistema, p 
già la somma de' profeti di ciascun elemen- 

1 i » - 1 ‘ >• 


don» avremo^ . 

A p -*■ B q' +Cr> = Aa' +Bb' + £c' zz cost. 
Ma Ap' -f- £ y .+. <?r' s (i6a) V'\a cos./* 
-S cos . g‘ C COS. h'}- ( 1 ^) V' t . Or 

aia u la velocità deli; elemento d M e k 
la sua distanza dall'asse istantaneo ; sarà 
, ^ S.Kd M , e KV ~ u . Dunque V* £ s= 

P' S ^k* d M ziz S . u' d ifr == cost. . 

. 176. Coroll. //. Se il sistema incomincia a 
girare 'attorno un asse principale , seguirà ro- 
tando , perpetuamente ed equabilmente attor* 
no il medesimo . . • 



to punto in guisa che sia nel principio del 
moto 



tp .pel quadrato delia sua veloci tà , si man- 
tiene costante. ’ . >’ , 

i ' •; • . • .» *:• • • .. . ' 
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' ’ % f , ' v « • 

• ’Supponghiamo infatti che il sistema comin- 
ci a rotate attorno OX, Colla velocità a 
sarà ? =; o sc,o,. Quiudi T equazione IV4 ^ 
re 1 ? uit ('aiata io guisa che t sz o dia $ = », 
darà Z: a* oudg sarà' p~u, q — o , r — o . 
Lijf. Caroli. ///. ’Supponghiatuo ora che L’ 
asse attorno cui comincia il giro, non sia 
già 1 ’ asse principale O X , ma pochissimo 
se ue discosti. Da ciò intenderemo ancora •* 
quello clic accadcrà , ne! caso che girando 
il Corpo attorno un asse principale, sia* la 
sua conversione disturbata da una minima 
scossa . 

" Siano dunque le verità iniziali b , c non 
più eguali a zero’, ma beri«i pie- i .li-, imo ris- 
petto della a . L’ equazione tra t c $ darà 
Quantità picoiolissima ónde sarà prossi- 


inamente p — a. Pónendo poi p — a uelle 


dii ik , 

o | — ; * a M N r—o 


ultime due equazioni iF) e poi differenzian- 
dole, la loro eombinazioite darà 

èiXà»if Nqzz 

equazioni lineari , che integrate in guisa che 
t =r o , dia </ = b e d r =1 c , là ranno cono- 
scere i valori di </*e dr r espressi per t. 

Prima d’ integrarle distingueremo due ca- 
si , secondo che M ed N saranno di segai 
contraria t> Jello stesso segno . Quest’ ultimo 
caso avverrà , quando siano i tre momenti 
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principali A, B , C diseguali fra loro , ed il 
momento A dell’asse O X non sia ( i 3 q> nè 
il massimo, nè il minimo, ma intermedio 
fra quelli degli altri due . In tutti gli altri 
casi M ed N avranno segni contrarj . 

178. Coroll. IV. Siano M ed^Vdi segn# con- 
trario, e facciasi N =r — M k' . Le equazioni 

- dq + u'M'k*n = o ; — + a'M‘ *V = o 
d t* 1 di' 

integrate daranno 

* k q — c sin. a M k t b k cos. a Mk t 

r — c cos. a M k t — b k sin. a M kt r 
Questi valori di q ed r rimangono sempre 
piccolissimi , per quanto cresca t , e vanno 
contìnuamente librandosi fra i limiti qzzb', 
kqzzc-, izze, r == b k . Pertanto alio.chè 
il sistema viene a rivolgersi attorno un asse 
vicinissimo' a quell’ asse principale cui com- 
pete il momento d’ inerzia massimo , o il mi- 
nimo , 1’ asse di rotazione va perpetuamente 
oscillando attorno l’asse principale, rima- 
nendovi sempre vicinissimo. 

179. Caroli. V. Siano M ed JY di segno 
eguale , ed N — M k‘ . Le equazioni 

— a' M' k‘ q — 0 ; — o* M 1 k' r = e 

di' 1 di' 

integrate daranno 

0.kqzz{b k^-c) e a ^^ ct + (bk — c) e -"° 

a r zz (6 k c) _ (b k — c) c ~ a Mk* 

8 
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Questi valori al crescere di £ crescono ol- 
tre ogni limite . Pertanto quando il sistema 
viene a rivolgersi attorno quell’ asse princi- 
pale cui non compete nè il momento massi- 
mo, nè il minimo, 1’ uniformità della sua 
conversione è ista bile , ed una menoma scos- 
sa può fare che l’ asse di rotazione si dilun- 
ghi indefinitamente dall’ asse, principale . 

l8o. Scolio II. Di questa singoiar pro- 
prietà degli assi principali , chela rotazione 
attorno i medesimi si mantiene perpetua cd 
uniforme, possiamo assicurarci anche in quel 
modo che fu altrove (I. 285 indicato . E que- 
sto è col far vedere che le forze centrifughe 
per le quali ciascun elemento d AI tende a 
scostarsi dall’ asse si bilanciano fra loro in • 
modo che T asse ne viene tirato egualmente 
per ogni parte, nè piò da una banda pro- 
pende che dall’altra. Quest'equilibrio delle 
forze centrifughe si dimostra come segne . 

Giri il sistema attorno 1’ asse delle x con 
velocità angolare p. ha velocità dell’elemen- 
to d AI sarà =p|/(j' + t’), e la sua for- 
za centrifuga ( I. 227) zz p’ d M[/ (y' z‘). 

Risolvendo questa forza in due secondo le 
direzioni delle coordinate y e z , saranno 
queste p' y d AI , p % z d AI . 

Ciò posto , fingasi 1’ asse fermato in due 
pernj posti alle distanze ? dall’origine 
dèlie ascisse, e si cerchino ( 1. 106) le pres- 
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«oni sostenute da questi pernj . Troveremo 
che il primo sostiene nel senso delle coor- 
dinate y , 2 le pressioni 


P' 


■r-r 


{S .xy dM — S .y d M)', 


(S.xzdM-r'S.zdM) 

c-c ' 

ed il secondo sostiene similmente le pressioni 


(CS.ydM-S.xydM)i 

-E — (FS .zd M — S . x zd MY 
C-C . y . 

Ma poiché l’asse di rotazione è un asse 
principale, 9arà (14.7) S. xyd M— S . xzdM— o - 
e poiché pàssa pel centro di gravità, sarà 
ancora S . ydMzzS . zd Irò. Quindi do- 
vunque sian posti i due pernj, le pressioni 
contro de’ medesimi tornano nulle. Dal che 
si vede che 1’ asse principale non sostiene 
dall’ azione delle fonte centrifughe veruno 
sforzo tendente a piegarlo.. 

181. Proposizione III. Determinare il mo- 
to d’ un sistema rigido attorno un fulcro im- 
mobile . 

Qui il moto progressivo non ha luogo; e 
il moto rotatorio attorno al fulcro si deter- 
mina come nelle due Proposizioni preceden- 
ti, avvertendo di prendere l’origine nel fai- 


« 


)lg* Seziok* 

tro, e le coordinate ne’ tre assi principali 
pel fulcro condotti : il che non apporta ve- 
rno cangiamento alle forinole deterininatrici 
del moto • 

E si troverà come prima (176) che se non 
vi sono forze acceleratrici , la rotazione im- 
pressa attorno no asse principale si conserva 
equabile e perpetua , 

iKa. Scolio . Apparisce questo medesimo 
dalla ragione prodotta all’ art. .1 Co. , sebbe- 
ne in questo caso Passe principale non pas- 
si pel centro di gravità , e però non possa 
' più farsi S . y d M so, b .jc d M = o • Poi- 
ché se noi. collocheremo l'uno o l’altro dei 
due pernj nel fulcro immobile , facendo £ — o, 
oppure {" = 0, troveremo che quel pernio 
che non coincide col iulcro non 'Sostiene pres- 
sione. alcuna . E questo basta per assicurarci 
che, Passe di rotazione si reggerà , immobile 
senza piegare da veruna parte . 

i83. Proposizione IP. Determinare il moto 
d’ un sistema rigido attorno un asse immobile. 

Sia questo Passe delle x, sia p la velo- 
cità angolare della rotazione, e sia F la som- 
ma de' momenti delle forze acceleratrici per 
aggirare il sistema attorno questo asse. Avre- 
mo (160) dx=zo, dy——pzdt, dz=:pjrdc. Si 
sostituiscano questi valori nell’equazione ( «70) 

jFdc = S.y.dM < ^-S.zdMÌ£2 

J ii t di 
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e si chiami A' il momento d' inerzia ddl 
sistema rispetto dell'asse di rotazione, on- 
de sia S . d M ( y' + z* ) zs A' . Risulterà 
Fil t = A' d p. Da questa equazione cono- 
sceremo la velocità angolare p , e quindi il 
moto del sistema. 

• 184. Corali, I. Se non vi sono forze ac- 
celeratrici , sarà la conversion del sistema 
equabile e perpetua . 

i 85 . Corali. II. Sia il sistema animato dal- 
la sola gravità , e sospeso da un asse oriz- 
zontale . Sia M la massa , k la perpendico- 
lare. condotta dal centro di gravità del si- 
stema sull’ asse di rotazione , e <P 1 ’ angolo 
che fa questa retta k colla verticale. Avre- 

r, A , dp Mgktia.<p 

tuo F—Mg k sin. ; onde -f- — — p — ■ • : 
° T d t A’ ’ 

siccome appunto si conchiuse (1. 298) negli 
-Elementi. : 


CAP. V. 

Del Moto ne’ sistemi di forma variabile , 

• T 9 

186. J-J infinita diversità de' movimenti 
che ponno cadere in un sistema non rigido , 
non permette di rappresentarli con un limi- 
tato numero d’ equazioni generali, siccome si 
è fatto pe* sistemi rigidi. Conviene pertanto 


Seeionb 


n8 



ricorrere immediatamente all' equazione (£), 
]a quale applicata come s' insegnò all’ art. 80 
n>n mancherà di somministrarci tante equa- 
zioni quante, abbisognano a determinare, il 
moto di ciascun corpo . Nqi ne mostreremo 
in questo Capo parecchi eseuapj; a’ quali si 
potranno aggiungere. quelli che daremo nella 
Sezione Quinta circa il moto de' corpi che 
scambievolmente s' attraggono. 

187. Proposizione /. Penda dall* alto un 
filo flessibile carico di varj pesi , e sia rimos- 
so dal perpendicolo d’ una quantità minima, 
rimanendo tuttavia tutto il filo in un piano 
verticale . Si voglion determinare le oscilla- 
zioni di questo pendolo. 

Prendo le ascisse x sulla verticale calata 
dal punto di sospensione, e le ordinate y 
orizzontali - Siano m , m' , m" ec. le masse 
de' pesi attaccati- al filo , e sia r la lunghez- 
za del filo tra il punto di sospensione e il 
peso m , r' il tratto del filo tra il peso ni 
ed il peso m' ec. Siano poi le coordinate del 
primo peso x , y ; quelle del secondo x 1 ,y 
ec- Facendo P—P’ cc. = g , e Q — Q’ ec. ==o ? 
l' equazione (2?) diventa 




ddx\ , 
-- Im'Sa; .... 

dC I 


ddy 
‘ ~dF 


mSy 


ddy' 

de 


tu' 
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Or dovremo valerci delle condizioni parti* 
colari del nostro sistema onde ridurre al rai_ 
nor numero possibile le Variazioni Sx, Sy, 
iz 1 ec. Queste condizioni sono i.® che le lun- 
ghezze de’ tratti r } r 1 , r" ec. sono costanti, 
supponendosi il filo incapace d' allungarsi . 
a.° che le ordinate y > y' , y" ec. sono pie- 
ciolissime in confronto di r , r 1 ec. essendo 
palese che le divagazioni del pendolo dalla 
verticale rimarranno sempre picciolissime . 
Quindi essendo 

r* = x* -+- y' ;/■'» = (*' — x)' .0 ' — jf ec * 

avremo mercè la picciolezza delle y , y’ ec. 

ar a r' a r 

onde per essere r, r* , r" ec. costanti, sarà 

_ y 


5 x 


~T S ? 




(r'»-y) 


5 x" = — — Sy — 
r 


sy 

(y'-y) 


s/ _f£=l2jy. 


( r' — y) ; 


r' 




r* r 

'(y'-y 1 ) 


sy 


£ finalmente per la picciolezza delle jr, y’ ec. 


iao * • Smionb 

iu confronto delle x , sarà ancora 

ddx=ddx'-=zddx".... = o. ■ 
Fatte queste sostituzioni, mercè le quali 
verranno ad eliminarsi dall' equazione (2?) le 
variazioni Si, 5 x ' , i x" ec. ed eguagliati a 
zero i coefficienti delle Sy, $ y' } 5 y" ec. 
avremo le seguenti equazioni , altrettante 
qtAnti sono i corpi 

*=1f 

•o 

d? v ' ni" r" ' m" r”' 

* \ 

■ — . _L« fji' r ■ < 


rff 


d dy 
dr 


m<»’ /<”) 

le*quali essendo lineari coi coefficienti Co- 
stanti , potino integrarsi compiutamente coi 
noti metodi . 

1 88. Caroli. T. Indicherò prima general- 
mente il modo d’ integrarle, poi ne mostre- 
’rò qualche esempio. Si ponga y' = ay t 
y"-ziby , y"'= cy ec ‘ essendo a , b t c ed* 
quantità costanti da determinarsi . Così le 
nostre equazioni prenderanno questa forma 

r d(t * 

Fy = v\ 


dt % 


Gy = o v ^ <*- Hy— o ec; 
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► ove F , C t H ec. saranno funzioni note e 
•lineari delle indeterminate a , b , k ec. Or 
dovranno queste funzioni F> G , H ec. es- 
sere uguali tra loro: onde ponendo 
A* = F ; A* = C ; A- = H ec. 
avrò n equazioni , dalle quali eliminando le 
indeterminate a , b , c ec. che sono in nu- 
mero n — i , rimarrà per determinar A* oa 
equazione di grado n . Avrà dunque A* va- 
lori numero n , ai quali corrisponderanno 
altrettanti valori di ciascheduna delle inde* 
terminate a 3 b , c ec. * 


Or T equazione 


d d y 


-4- A’ y — o integrata 


di' 

dà y — A ^n. kc -i- B cos. A t Quindi se i 
diversi valori di A* si distinguano così A* , 
kf* , A'” ec. e similmente si contrassegnino 
i corfispondcnti valori delle c , 6 , c ec. 
saranno gl’ integrali completi delle nostre 
equazioni ; 

y = Atta A/+ B c.os.kt-t- A'stak't-*- B' cos afc'f 
y’ —aA sin kt+aBcot kt-*-a'A' tttt.k' t+a' B" coi. k'£ 
y"^bA ttn.kt+bB eos kt+UA' sin. k't-t-b'B' cos» k't 


189. Corali II. Le costanti arbitrarie A , 
A' , B , B' ec. in numero 2 n vanno deter- 
minate dai valori iniziali di y , y' , y" ec. e 


A . dr dy dy" , , u 

dx 3— , , — — ec. vale a dire dalla po- 
ri r d p dt r 
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sizipne iniziale del sistema , e dagl’ impulsi • 
iniziali <!he per avventura gli fossero iin~« 
pressi 

E cosi se i corpi m , m' ec. senza rerun 

impulso furono semplicemente lasciati in li- 
bertà, verrà A — A' ec. = o , Per lo contra- 
rio se il pendolo da principio era a piombo, 
e ne fu rimosso per impulsi minimi , verrà 


B = B' ec. = o . . , • 

190. Caroli. Ili ■ Se i pesi sono eguali ed e- 
quidistanti, l’ equazioni vengo» più semplici 

(n— 2) 3 ) 

di r y / 


(yM_/— >, 

e facendo (t88)y = ay, y" = by ec. • 
' • r k m ‘ 

per brevità scrivendo — - = z, avremo lo 
r S 

equazioni 

z= n — (n — 1 ) (<* — t) 
a z = (n — 1) (a — 1) — (n - 2) (b - a) 
b z B (n — 1 ) (6 — a) — (» — 3) (c — ù) 1 


dd/ 0 g 

0= — n — ►* — 
•dt r 


tf 
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dalle quali eliminate a } b , c .... rimarrà 1’ 
'equazione in z del grado nesimo 

2 2.3 

191. Caroli. IV. Siano attaccati al pendo- 
lo due soli pesi eguali ed equidistante'. Fa- 
remo n = 2 , e T equazione z‘ — 4 z •+■ 2 = 0 
darà t=s2±[/2. Quindi 

k a= Y/^.(2^U)ji = 

a = 1 — |/i i a' = 1 -+-[/ 2 

onde (1K8) i valori di y ed y' . 

rya. Coroll. V. Siavi un peso solo. Fatto 

\X a 

n = 1 , avremo z = 1 , e k = — ^ . Quindi 


y = A sin. 


tl/g 

1 /^ 


„ «ZI / E 
B cos. 

l/r 


1 ^ • 

Agevolmente si ravviserà come quest equa- 
zione rappresenta le vibrazioni isocrone del 
pendolo semplice . 

198. Coroll. VI. Qualunque poi sia il nu- 
mero de’ pesi , la fprma stessa de' valori 
(180) di y , y' , y" ec. fa conoscere che il 
mottfdi ciaschedun peso è composto di tanti 
mòti parziali, ognuno analogo alle oscilla- 
zioni d un pendolo semplice . 

194. Scolio I. Il Problema non sarebbe 
punto più difficile, se il pendolo deviasse 


Sezione 


IH 

dal perpendicolo in qualunque modo, e sen- 
za la condizione di rimaner tutto in un piano 
verticale. Introducendo allora la terza coor- 
dinata orizzontale z , che aneli’ èssa dovreb- 
be esser picciolissirna al pari della y , si 
atfrebfje per le ordinate z, z’ , z" ec. un 
sistema d'equazioni tutte simili alle già tro- 
vate (187) per le y , y' , y" ec. e i valori 
delle z sarebbero compagni di quelli (188) 
delle y j col spio divario delle costanti ar- 
bitrarie. Questa osservazione si applicherà 
anche a due Problemi seguenti . 

iq 5 . Scolio II. Si accennarono nell 'art. 86 
due modi di accomodare 1’ equazione (inaile 
condizioni particolari del sistema, corrispon- 
denti ai due metodi che per l’ equazione (A), 
si proposero (27. 28) . Nello sciogliere il nostro 
Problema ci*siamo attenuti al primo metodo . , 
Egualmente avremmo potuto valerci del se- 
condo, denominando p } p' , p" ec. le tensioni 
de’ fili r , r' , r” ec. ed aggiungendo all’ e- 
quazione ( B ) i termini — pjr— p'lt'~p"$r” ec. 
dove r 5 r = x ■+• y& y 
r , 5f , =(x f — x) (Sx' — 5 x)-t-(y’-y) (ty’ — 5j)ec- 
Sono allora tutte le variazioni ) x, 5 y> fx’ec. 
arbitrarie, e fra loro indipendenti. Egua- 
gliando a zero li coefficienti di 5 x , $ x'j 
5 2" cc. si avranno n equazioni ; ed altret- 
tante dai coefficienti di Sy j Sy'j'Sy" ec. 
Le prime determineranno facilmente i valori 
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delle tensioni p , p’ ec. Poiché avvertendo 
che per la picciolezza delle y si ha ddx=ts 


t i * # | X X? ■■ X ^ 

ddx 1 ec. = o , ed — = — = 

r r' 


x" — a;'- 


ec. =r, 


si avrà p = g (m-+- m' 
g («' -+- m" . . . -+- ni 


m 


.(”)) , 




■ w ); p' 


gm 


W. 


Sostituiti poi questi valori nelle seconde equa-, 
zioni , torneranno quelle (187) di prima. 

19^. Proposizione II. .Sia lo stesso pen- 
dolo della Proposizion precedente carico de’ 
pesi in, m' , m" ec. ed all’ estremità infe- 
riore sia attaccato un peso R gravissimo in 
confronto di tutti gli altri m , m' ec. Ri- 
mosso il pendolo dal perpendicolo , così pe- 
ro die il peso R, resti immoto , * si vuol de- 
terminare il moto oscillatorio. 

Per ridurre questo Problema al preceden- 
te , nuli’ altro occorre se non che fare nelle 
equazioni (187) il peso mW = R grandissimo 
in paragone degli altri , e porre y( n ) , e 
d dy( n ) = o . Così le equazioni divengono 
d d y r R r R 

o = — r— - ri- y — - — - (r’ _ y) - . 

dt‘ in r J mr' ' 

d dy' e R - sR 

d C‘ m'r'' 1 . m'r" . - ^ 

. ddy" e R p R 

•0 = __i_ J — - (y"-~y') - (y'"-y") 

dt * m"r" X J 1 m"r" ,KJ 1 


j26 Sezioni 

è non contando il peso tendente R nel nu- 
mero n de’ pesi attaccati al filo , sarà l' ul- 
tima *o sia la nesima equazione 

c - dJ y [n) , z R , >L J— 

*dP m (n) r |n| J J 

197. Caroli. /. Se i pesi sono eguali ed 
.equidistanti, V equazioni divengon più sem- 
plici . Per integrarle poughiamo y' = ay „ 
y" = by ec. e seguitando la traccia segnata' 
all’ art. 188. formiamo le equazioni che do- 
vranno determinare gli .n valori di k‘ e dj 
ciascuna dell£ costanti a. } b } c ec. Scriven- 

mrk' \ , 

do per compendio ~~wjr — z > troveremo le 

Ó 

' \ 9 . • 

seguenti equazioni . 

x — 2 -t- a = o 
o(z-a)-t- 1 -1-6=0 , 

6fz-2) + a + c = o 

. , 1 

% • • • • 

^ fi — 2) X = o 

dalle quali eliminando a , b , c eC. si avrà 
un equazione in z del grado n . . 

198. Coroll . //• Ma poiché i termini 0,1, 
a , u i c ec. formano una serie ricorrente , 
si può soddisfare a queste equazioni gene r 
Talmente . Essendo q un numero qualunque , 
ed i un angolo qualunque, si ha 
_ asinai cos. i-t-siu.(g-ri) i-+-sin. (g-t- ]) U=0 


s 
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Dal che si vede che ponendo 5 — a=— acos.i,' 

e poi 1 ‘ ■ - • 

sin. 2 i sin.. 1 ?» sin. ni 

a = — , b — • • • f* = 

• • siu.^ 1 sin t — * 


a tutte l’ equazioni dell’articolo precedente 
sarà soddisfatto, tranne 1' ultima , la quale 
ci servirà per determinare 1* angolo i » 

Quest’ ultima darà ; 

— 2 sin. n i cos. i -h sin. (n — 1) i zss o 


o sia sin. (n 1 ) i = 0 ; onde si trae i ss — — • 

n-t - 1 

essendo s un numero qualunque intero e po- 
sitivo. Quindi ponendo successivamente f=i t 
a , 3 ....)» si avranno n valori diversi per i , 
e quindi per z e per k* , e per cadauna dello 
costanti a, b , c ec. Chi facesse s maggiore di 
n , tornerebbero pure gli stessi valori di z . 

159. Coroll. III. Siano due pe&etti eguali 
solamente, e disposti ad eguali intervalli tra 
il punto di sospensione e il punto infuno ; 

onde sara- t =r — , 1' zz — ; z = t , z' — 3 ; 

> * 5 .1 

A* = , k" = ’ìhJl ■ arti, a' s= — t . 

m r m r 

Quindi se non v’ è impulso iniziale , sarà 

y = B cos. t x/ — B' cos. t x/ 

\mr V m r 

y'—B cos. i — B ' cos. t xj - 

V ni r , V m r 
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aoo. Scolio. Del resto ancor questo Pro- 
blema potrebbe sciogliersi col secondo me- 
todo, come all' art. ,190 . E stante la piccio- 
Jezza de’ pesi m , m' ec. in confronto del 
peso R , la tensione di tutto il Tilo verreb- 
be prossimamente costante , cd = R . 

E qui giova avvertire che questa seconda 
soluzione non suppone già come la prima 
gl'intervalli r , r' , r" ec. assolutamente in- 
variabili, ma solamente le y picciolissime , 
e però le r , r’ , r" ec. pochissimo diverse 
dalle ascisse x , x' — x ec. E però si adatta 
egualmente alle vibrazioni d’nn filo elastico 
c distraibile , fisso in amliedne -gli estremi , 
teso con forza R , e carico d’ un dato nu- 
mero di pesi , menomamente rimossi dalla 
verticale. . 

Moltiplicando all^rfinito il numero de’ • 
pcsetti distribuiti pei filo, e sminuendo all’ 
infinito i loro intervalli, si ha il caso d' una 
corda elastica tesa , e distratta in qualunque 
modo dalla situazion rettilinea. Comprende- 
remo questo caso nel seguente generale Pro- 
blema . 

201. Proposizione III. Determinare il mo- 
to d’una corda flessibile fissa in uno de’ suoi 
termini , sollecitata in ogni suo punto da 
forze date, e rimossa comunque dalla posa- 
tura rettilinea in cui sarebbe in equilibrio . 

Prendo l’origine delle ascisse nel termina 
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fisso, le x* sulla direzione rettilinea della corda 
equilibrata , e faccio le ordinate y pcrpen- 
dicclari alle x. Essendo ds un elemento qua- 
lunque della corda incurvata, siano P , Q 
le forze che lo sollecitano secondo le coor- 
dinate x,y , sia k la grossezza o sezion 
trasversale della corda in quell' elemento , 
e q la sua densità*, onde hqds la sua mas- 
sa , e sia finalmente p la sua tensione . Sarà 
per questo sistema 1’ equazione (B) 

— S . p $ d s • 

L' ultimo termine robe riduzioni altrove in- 
segnate (07) e praticate (60) si converte* in 
questi due 

S. S x d.P^ + S. $yd. 

d s d s / 

Facdftdone la sostituzione , e poscia egua- 
gliando a zero ( 53 ) ^coefficienti di Sj, $y 
sotto il segno S avremo per la determina- 
zione del moto della corda queste due equa- 
zioni . 
ddx 




= P- 


pdx ddy 1 pdy 

-d. £-j— ; —j—~ =:<?+• . — -d. '-f- 

- rie <lt x lt fi ri e fi.. C 


dt * * ~^hqds ds ' dt x hqds ds 

aoa. Scolio. Prima di applicare le equa- 
zioni trovate ad alcun caso particolare , gio- 
verà avvertire, che le differenze ddx , ddy 
ae’ primi membri sono relative soltanto alla 

* 9 .. 
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variabilità del tempo, nè altro esprimono 
se non che la variazione delle coordinate 
x } y d' uno stesso punto in diversi tempi ; 
siccome dalla loro genesi (84) è manifesto. 

Per lo contrario ne’ secondi membri la dif- 
ferenza di, e le dx, dy da quella derivate 
(6c) suppongono il tempo costante, ed espri- 
mono soltanto la variaziod% degli elementi 
x , y } s pe' diversi punti della curva, e * 
nello stessa tempo. Per il che converrà di- 
stinguerle cogli usati simboli delle differenze 
parziali . 

ao 3 . Corali. I. Se pongliiamo che la corda 
pochissimo s' allontani dalla positura rettili- 
nea? potremo fare ^ ^ = 0, c ds — dx. 

Quindi la prima equazione darà pz=T — 
S.. P h q d s , essendo T una costante. E la 
seconda , sostituito questo valore , e dtffe- 
retiziando nel secondo njembro col prende^ 

* costante.!’ elemento ds } diventerà 

204. Caroli. IL Sia una catena di peso e 
di grossezza uniforme , pendente dall’ alto 
liberaqpnte , e di pochissimo smossa dalla 
verticale . Faremo P g t Q = o; e sara 
p — 7 _ gh q s . Dicasi' l la lunghezza di 
tutta la catena; è manifesto che quando 
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s = l dovrà essere p = o ; onde 7=3 ghql , 
e p = ghq (l — s ) . Quindi 





Quest' equazione rappresenta la legge delle 
oscillazioni della catena; ma i noti metodi 
non giungono ad integrarla . 

ac 5 . Caroti . IH. Sia. una corda elastica di 
grossezza e densità uniforme, fissa in ambi 
gli estremi, e tesa da un peso = T. Sia pri- 
va di gravità, o veramente si trascuri il suo 
peso siccome minimo a fronte del peso ten- 
dente. Qui fatto P = Q = o avremo p=T^ 
e l’equazione 



della quale si ‘conosce 1‘ integrale completo 

j = r,) *f- (*-‘ v" F„) 

dove i simboli F,f denotano funzioni arbi- 
trarie. 

206. Coroll. IV. Queste funzioni si deter- 
minano quando si conosca la figura iniziale 
della còrda, e la velocità iniziale impressa 
a ciascun punto della medesima . Posto che 
queste cose ci siano note , conosceremo per 

ogni ascissa x il valore di y e di — l^~\ 

. \a c) 


i3z 
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qnaudo t = o. Ora se per brevità facciamo 


— ss b , abbiamo generalmente 
h q 


v/ 

jK = -T(r-t-6/)-t-/(x — ir) 

-^=-i/''(x-HÌr)- t -i/'(-x-ir)- 

denotando coi simboli F',f i differenziali di 
.F,/; onde sia F' (j-t-bt) — (Ux-+-bth) F(x-*-bc) • 
Dunque se per ùu ascissa qualunque x sia 
l’ ordinala iniziale Sj e la velocità iniziale 
u j avremo 

sxz F . x-t-f. x ; u ss — b F’ . x bf’ . x 
è moltiplicando 1’ ultima equazione per dx ? 
poscia integrandola, avremo —J'u.dx — 
bF.x-bf.x. Sarà dunque * 

* „ i r r. j ì 

F . X — — s — — r / li d X 

2 -IbJ r* • 


- \-' 


f.X- 


hf udx 


dove i secondi membri saranno funzioni no- 
te di x . • ' ••• - 

Ora nella prima equazione in luogo di * 
si ponga x b c , c nella seconda in luogo 
di x 4 si ponga x—bt. Avremo cosi espressi 
in x c t i valori delle due funzioni F(x+bt) y - 
f{x—br.)A3i somind delle quali ne dà il 
valore di y . ' 

207. Corali. V. Ma qui convien badare che 
non abbiamo i valori di j, e di u, e. quindi 
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di F . x , c di f . x se non per le ascisse x 

comprese tra i limiti o , ed l } chiama ndo l 
la lunghezza della corda da un capo all’ al- 
tro . Per conseguenza il metodi insegnato 
non può darci le funzioni F {x-*Jjt) , f {\— bt) 
se quando xdt b( trovasi compreso tra que- 
sti limiti. JV^a il tempo V cresce continua- 
niente; e ogni poco basta ’a far cho x-t-bc 
diventi maggior^ di l, ed x — bt negativo; 
onde. più non potremmo nella continuazione 
dnl tempo determinare il movimento e la 
figura della corda . 

Soccorri a questo difetto un altra condi- 
zione data , la qua^ è che essendo fissi i due 
termini della corda , dovrà essere jr=?o quan- 
do ar=oi e quandaa:=:Z, qualunque sia 
t ; onde abbiamo 

F. bt + f— òt = o ; F(l-i-bt)-*-f(l — bt) = o 
potendo esser t. un qualunque numero posi- 
tivo . 

Dunque in generale 

• F . z — — f • — - ; F z) — — f (/ — z) 
essendo z un numero positivo qualunque. 
Pe;' cui 6e metteremo successivamente /±z, 
2 l ± z , 3 i =fc z ec. avremo dalla prima e- 
quazione 

F ( l±z) = -f(- Izpz) 

F (2 l 3 z z) = — f (— 2 1 zf z) 

, È (3 / dfc z) = — / (— 3 / z) 

F (4 L :fc z) = — / (— 4/ =F -) ec. 


■ .A 
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c dalla seconda 

F (2/ ± z) = — /. =P z 
F (i t ± z) = — f (— l z)- 
Fj il /±:) = -/(-a/T2) ec. 
onde si traggono le seguenti conthiusioin 
F. 2. = F (a / ,.+■ z) fc F £) ec. 

= — / (— 2 l — x) = — / 1— 4 l - z) ec. 
/ . z = / (— a / -t- z) = / (— ^ l -+- z) ec. 

~ — f (z l — z) =: — F l — z) ec. 

Dalla prima conchiusione si riconosce fa- 
cilmente, che quando conosceremo il valore 
di F . z per ogni numero 2 compreso tra o 
ed / , potremo conoscerlo ancora per qua- 
lunque numero positivo, comunque maggio- 
re di l. E similmente dalla seconda conchi u- 
sione si vede, come dato il valore di /. z 
per ogni numero 2 compreso fra o ed / , se 
ne deduce il valore di f.'z per ogni nume- 
ro negativo. E così abbiamo quel che ci 
mancava a compiere il calco\p de’ valori di 
y indicato nell’articolo precedente. 

208. Coroll. VI. Nell’ equazione 

y s=r F (x -+- b t) -t- / (* — h t) • 
si ponga successivamente b t = il , 4 / , 6 l 
ec. 11 primo termine prenderà di mano in 
mano i valori F (2 / x ) , F (4 l x) cc. 
tutti (207) eguali ad F.x. E il secondo ter- 
*mine i valori /:— 2/-+-x>, -+- x) ec. 

tutti eguali ad /. a:. Dunque rimana sem- 


r 
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pre y = F. x-t-/.a; qual era al principio 
del moto. 

Di qui si vede che la corda vibrante ri- 
torna periodicamente al sito iniziale, ad e- 

2 1 • 

guali intervalli di tempo 0 . 

209. Caroti. VII. Nella stessa equazione si 
ponga successivamente b t zz l ,*$l , Si ec. 
ma nello stesso tempo si trasporti 1’ origino 
.dolio ascisse nell’ altro capo della corda, 
cangiando x in l — X'. Allora il primo ter- 
mine F(x-hbt) divenuto F(l-x-t-bt) 
prenderà successivamente i valori F(il — x ), 
F(t^l-x) ec. tutti (207) eguali. à —f.x. 
E 1' altro • termine '/(x — bt) divenuto 
f(l — x — bt) acquisterà i valori f. — x, 
f (_ x — 2 l ) ec. tutti eguali a —F.x. 
Dunque sarà sempre y — — F. x— f. x ; che 
è il valore iniziale , ma ion segno contrario . 

Di qui. si vede che scorso dal principio del 

' * - l' . 1 . . .. 

•moto il tempo £=-£-», la corda ripiglia an- 
córa la stessa - curvatura di prima, ma dop- 
piamente arrovesciata , vale a dire di sotto 
in su, e da destra a sinistra; ed a questa 
positura ritorna poi periodicamente ad inter- 


valli «li tempo Xz . 


aio. Corali. *VIII. Oscilla dunque la cor- 
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4a alla guisa d’un pendolo, compiendo cia- 
scuna oscillazione nel tempo tzz . 

. 6 V* 

Sono le sue vibrazioni isocrone , e sincro- 
ne a quefle d’ ntj jpendolo semplice di lun- 
ghqV 


ghezza 


t* T 


Ed il numero delle vibrazio- 


ni fatte in egual tempo è in ragion compo- 


Sta della sudduplicata della tensione, dell’ 
inversa della lunghezza, e dell’inversa sud-’ 
duplicata della grossezza, e delia densità . 

air. Coroll. fX. Se non fu impresso alla 
corda alcun movimento iniziale , sarà uzzo -, 
quindi /.#=jF.r, ed jr é=F tx-+-bt\-*-F (x — bt) . 
Se* la corda da -principio era distesa in linea 
retta , savà s = o , onde / . x — — F. x , ed 
y z= F (x -t- b c) — F (x — b t) . In ambedue 
i casi vi è una sola funzione da determinar- 
si, e. il calcolo toma più semplice. 

Del vesto chi amasse vedere spiegata con 
minuta particolaritù e con mirabile chiarez-* 
za la cqstruzinn geometrica de^à.corda vi- 
brante, consulti una. bellissima Dissertazione 
di Eulero nel Tomo Terzo .delle Miscellanee 


di Torino. 


• « • 
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SEZIONE TERZA 

De’ Principj dell’ Idrostatica, . 


* a 12. Cosi ne* sistemi fluidi come ne’ so- 

• lidi il principio delle velocità virtuali* spedi-, 
tameute conduce a trovar le condizioni dell’ 
equilibrio, e le lèggi del moto. E ben to- 
sto vedremo come dall’ equazione (A) dell’ 

• art. 25. sj ricavi l’eqna^fbn generale dell’ c- 

quilibrio dfe’ fluidi alirtTyp^irodotia • Se noti 
che gioverà diffonderci aitiamo più , onde 
Chiarire il concetto della pressione che le 
particelle fluide •esercitamtMcambievolnjentd ; 
e vedere ■ in qftal .scuso debba, intedaersi 
qdella comune? opinióne che questa pi'ibsio*^ 
ne altramente opt-ri.»ne' fluidi , altrai^jflite 
ne’ solidi . ■ . *' * 

2! 3. Una massà fluida -contintta ò un ag- 
* * ° 

• fregato di minimi elementi materni conti- 
gui ,» sciolti da. ogni vincolo di tenacità . At- 
tesa l’ indefinita loro picciolezza C" la .conti- 
nuità della massa,' possiamo attribuire all’e- 
lemento quaf figpra più ciliare; e tSrnerà 
comodo figurarlo *nel parallelepipedo rettan- 
golo Z L ( Fig. 17) delle dimensioni infini- 
tesime dx, dy 3 dz. Sia q la densità di que- 

• • 


* 


• 
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sto eleme'nto; e sarà la sua massa qdxdydz. 
Siano P Q , R le forze accelerataci che 
lo sollecitano secondo le coord ; nate x } y } z ; 
e saranno le foi/e motrici P qdxdydz, 
Qqdxdydz, Rqdxdydz. 

• xiy. Fingasi imptesso alla massa equilibra- 
ta un moto minimo per cui 1* elemento ZL 
senza cangiar figura percorra secondo x,y, z • 
gli spazietti ìxj $y , J z. Saranno dunque 
Pqdxdydz. 5 .r, Qqdxdydz. 3 y , Rqdxdydz. 3 z 
i momenti (2) «.Ielle forze ; la somma de 
quali dovendo nell’ equilibrio essere zero , 
sarà pel nostro sistema l'equazione (A) 
o = S . q d x il y4Ì z (P 3 x Q-S y -+- R 3 z) 

2i 5. Ma qui le^variaziftm 5 x,ày, 3 z non 
sono già indipendenti Ira loro. 1 oiclie gli 
elementi della inaila essendo contigui, npn 
uno moversi squza spostare . i vicini, 
ifè ,ptò supporsi indifferentomente un moto 
quà^nque in qualunque cl|mento . Adunque 
^27) converrà esprimere con acconce equa- 
zioni le condizioni particolari del sistema 
fluido, queste combinare coll’ equazione 
(A). Oppine (28) si dovranno considerare gli 
ostacoli che trattengono ciascuno elemento 
dal poter moversi indipendentemente dagli 
altri ,* e supponendo rimossi questi ostacoli 
sostituirvi delle forze, eguali e contrarie all' • 
azione dell' elemento contro i medesimi, ag- 
giungendo poscia all' equazione (il) i mo- 
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menti d< queste forze . Saranno allora in 
quella equazione tutte tre le variazioni ar- 
bitrarie ed iudipendenti , e si dovvà por- 
re eguale a zero il coefficiènte di cias- 
cuna . 

216: Noi ci terremo a questo secondo me- 
todo ; e pecchi l'ostacolo eh»* impedisce alla, 
particella fluida di trascorrere liberamente 
e indipendentemente dàlie altre non può 
consistere che nella pressione che essa so- 
stiene per ogni verso dalle particelle con- 
termini ricercheremo come operi, e come 
debba esprimersi questa pressione. 

In un ‘sistema continuo di elementi mate- 
riali che agiscono comunque l’uno sull’al- 
tro, prendasi ufi puntb ad arbitrio determi- 
nato dalle ordinate x , y } z. Sia in <^el 
putito una superficie minima d k / L’azione 
del sistema, contro di questa sujierficie noti 
può non esercitarsi (; ) perpendicolarmente 
alla medesima , e però si ridurrà a due forze 
pdk , p' d k che la premano normalmente 
spingendola da ambe le parti coiv direzioni 
opposte. E poirlfè le particelle del sistema 
non agiscono scambievolmente e non premo- 
no se non colle forze che si elidono , e si 
equilibrano insieme , converrà che queste 
due forze opposte siano anche eguali fra 
loro ; onde p’ = p . Posta la gravità e= 1 » 
ciascheduna di queste due forze può ra 
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sentarsi col peso d'un prisma di densità — i, 
di base d k , e d' altezza p . 

217. Il valore di p è lo stesso qualunque 
siasi 1' iuclinaziope della base d k ai piani 
delle x, y, z. Rappresenti AB ( Fig. 18 ) m 
in prolilo codesta base d k , ed A P rappre- 
senti l'altezza p. S’ intenda condottò per A 
un piano con inclinazion qualunque alla 
AB, e sia questo rappresentato in profilo 
dalla retta AL contenente coll' A B un an- 
golo qualunque B A L — i . Sia A G la se- 
zione del piano A L col prisma cretto nor- 
malmente sulla AB, e sarà questa sezione 

AG zz ^ . Ora c manifesto che fa forza p 

cps. 1 

premendo normalmente su tutti i punti 1’ 
area Adi , 'preme obbliquamentc su tutti i 
plinti l'area AG -, c. se questa pressione ’obr 
bliqua si decompone in due PL : t AL, 1 ’ una 
normale, l’altra parallela ad.AG, sarà la, 
prima P L = A P. cos. i . .Adunque la Pes- 
sion normale sull’ area A G s^Và P E . A G 
cb& torna, eguale ad A P ..A B . Di modo 
clic 6e sul piano A L si prende dal punto 
A una base =. A B , la pressione normale su 
questa base sarà tutftvia rappresentata dalla • 
stessa altezza AP o sia p> 

21 3 . Bensì varierà il valore' di p ne’ varj . 
punti del sistema, onde sarà p funzione di 
x , y , z. E così se dalla base AB cui ap- 


1 


f 

Digitijed by Coogle 


TERZA . 


HI 

partfene la pjessioq. p passeremo a conside- 
rare un altra base ‘‘C D vicinissima ad AB, 
apparterrà a questa la pressione p d p , 
riferendosi il differenziale d p alla mutazione 
delle coordinate dal punto A al punto C. 
E come la base A B è premuta normalmente 
da ambe le parti colla forza p.AB , così 
sarà la CD premuta normalmente d’ ambe 
le parti con forza (p ■+■ d p) . C D . • - i 

219. Ritorniamo ora all’ elemento ZL (Fig. 
17 ) della nostra massa fluida , e sia p la 
pressione appartenente al puntò Z\ e poi- 
ché p è funzione di x , y , z facciasi d p = 
L d x Al d y ■+■ Nd z ; ónde L , M , N sie- 
110 le differenze parziali della p relative alla 
mutazione delle x , delle y , delle z. La 
faccia Z M — dy d z sarà fremuta da am- 
bedue le parti normalmente con forza pdycìt m 
E. la faccia eguale ed opposta P L lo sarà 
similmente con forza (p -4- L d x) d y d z . 

Allo stesso modQ la faccia Z N sarà pre- 
muta con forza p d x d z , e 1 ’ opposta Q L 
con fòrza (p + Mdrfdxdi. 

E la faccia superiore Z K sosterrà la pres- 
sione pdxdy , e l’opposta inferiore RL 
la pressione ( p -t- N d z) d xdy . 

220. Premesse queste cose vengbiamo a 

considerare gli ostacoli (21 5 ) che frenano 

J’ elemento dal trascorrere liberamente se- 

condcr le coordinate x 3 r ; z . L’elemento 
♦ ) 


I 


1^.2 Seziona 

Z L agisce contro quello che gli è conter- 
mine nella faccia Z M colla forza pdydz 
diretta contro le x\ e contro quello chej>li 
è contermine nella faccia P L colla forza 

I 

(p-4- Ldx)dydz. Ora s’ intendano rimossi 
gli elementi contigui , e sostituite ad essi 
delle forze eguali e contrarie alle azioni 
dell’elemento contro i medesimi. £ 1 ' eie. 
mento ZL si troverà spinto contro le x eoa 
forza =: L d xdy d z . 

Operando similmente per le altre due di- 
rezioni , si troverà 1 * elemento Z L spinto 
dalla reazione degli ostacoli contro le jr con 
forza = M d x d y d z , e contro le z con 
forza z=.Ndxdydz. 

22i. Poiché queste forze hanno direzione- 
contraria alle coordinate , dovremo farle ne- • 
gative. Aggiunta poi all’ equazione dell’ art. 
214. la somma de’ loro momenti, diventerà 
l'equazione {A) divisa per dxdydz 

c = S. j( Pq— L) 5 x- 4 - (Qq — M) ly -+- (Itq — TV) Sz j 


e posti eguali a zero i coefficienti delle sin- 
gole variazioni, ne darà queste tre 



222.. Moltiplicandole rispettivamente per 
d x, d v* d z , e sommandole, si avrà 

dpzzq(Pdx+-Qdy-*-Ildz) 
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223. Affine di eliminare p , si differenzierà 
la prima equazione per y e la seconda per 
xx poi la prima per z e la terza per x ; fi* 
nalmente la seconda per z , la terza per y ; 
e il paragone delle differenze eguali ^larà 
queste tre equazioni 



E queste sono le condizioni dell’ equilibrio 
•della massa fluida . Si vede che queste con- 
dizioni si riducono al dover essere la for- 
inola P q d x Q q d y -+- Rq 'd z una diffe- 
renziale esatta . 

224 . Alla superficie libera dfel fluido dev’ 
essere p — o . Quindi 1’ equazione delia su- 
perficie di livello (li. *3) 

• P d x Q d y •+. R d z ■= o 

E però se la massa fluida è d’ ogni parte 
libera e aperta , dovrà 1 ' intera sua super- 
ficie accomodarsi a questa equazione. Che 
se*da qualche banda s’ appoggia ad una pa- 
rete resistente s basterà che la resistenza del- 
la parete sia in ciascfiedun punto eguale o 
maggiore della forza p . 

2 aó. Prima di lasciare questa Teorii dell'e- 
quilibrio de' fluidi , sarà bene avvertire per 
qual modo essa contenga ed esprima il prò- 
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pio e particplar carattere che distingue i flui- 
di eia’ solidi ; il qual carattere^consiste nell’ 
essere le particelle de’ fluidi fra loro scon- 
nesse, quelle de’ solidi legate dalla tena- 
cità. . ’ ... -, 

Sin tanto che si considerano le, sole fot- 
zc attive dìe sollecitano gli elementi della 
massa, tutto, quello che si è dettp sinora 
egual mente conviene ad ogni massa con- 
tinua.,' fluida o solida, clic sia. E la pres- 
sione in quanto proviene dalle forze attive 
die' si elidono , si esprime e si misura, allo 
stesso moflo ne’ solidi, e ne’ fluidi. # E cosi 
negli uni come negli altri ella si diffonde 
ed opera egualmente pc? ogni verso.. 

Se non che ne’ solidi interviene la te- 
nacità , forza»passiva , che non induce nè 
moto nè pressione alcuna, ma solamente 
resiste ad ogni mota tendente alla disgrega- 
zione delle parti, e vi resiste con forza più 
o men - grande secondo la grandezza della 
forza clic tende a produrre la separazio- 
ne . Di qui avviene che ne’ fluidi l’ostacolo 
al libero movimento di ciascuna particela 
procede unicamente dalla pressione contra- 
ila ; ne' solidi procede di più dalla tenaci- 
tà. U equilibrio de’ primi richiede che ogni 
particeMa colla propria forza si equilibri esil- 
ia pressione delle molecple ambienti. L’e- 
quilibrio de’ solidi si mantiene auchc senza 


- ' TERZA . IaS 

- t T 

questa condizione : poiché sebbene anche in 
questj la pressione operi per ojrni verso, e 
la particella che trovasi’ stretta da forze *dl- 
seguali tenda a moversi fedendo alla pres- 
sion prevalente , tuttavia questo moto non 
ba knteo , impedito dalla tepacità , che ope- 
rando anch" essa per ogni verso , contrasta 
•alla sopr/idetta. tendenza ... - - 

Ora la Teoria sin qui espos.ta , contando 
fra gli ostacoli che trattengono ogni elemen- 
to del sistema la sola pressione proveniente 
dalle forze attive , e non valutando la tena- 
cità , esprime appunto c contiene la proprie- 
tà caratteristica de’ sistemi fluidi. 

2-26. A compimento di questa Seziono ac- 
- cennerò la dimostrazione diretta del Tcore>- 
ma fondamentale dell’ equilibrio «Te’ fluidi 
coi corpi immersi : Teorema che indiretta- 
mente fu dimostrato altrove (11. j 2) con 
un brevissimo raziocinio . Sia ,AQB ( Fig. 19) 
la sezione del solido immerso . Intendiamo 
la capacità del solido -divisa in colonne oriz- 
zontali sottilissime T c sia Bq Runa di .que- 
ste , terminata dalle due parti nelle basi- 
inclinante B 6., Qq 3 e discosta «lai livello, 
per V altezza i 5 = z . Rappresentano BH, 
b H le proiezioni dell’areola Bb sopra due 
piani ortogonali, l’-tino orizzontale condottp 
per B i l’altro verticale condotto per b. Ora 
la pressione z . B b ebe il fluido^ esercita nor- 

■ io 
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ina) mente cóntro la base B b si risolva in 
due, 1’ una orizzontale secondo BQ,. l'al- 
tra verticale secondo B A . Riuscirà la pri- 
ma • = z . b H , la secrftida z±= z . B H . E * 

dall'altra parte la pressione 2 . Q q si risol- 
ve similmente nelle due, z • (] K orienta- 
le , 2 . Q K verticale . Poiché b H = q K , è 
palese che le pressioni orizzontali esercitate 
sui termini opposti di ciascuna colonna si 
elidono scambievolmente, siccome quelle che 
sono eguali c contrarie. 

Sia di nuovto la capacità del solido divisa 
in tante colonne verticali, come la Ab ter-, 
midata nelle basi A a , Bb , essendo la base 
inferiore sotto il livello per battezza LB = z, 
e la superiore per 1' altezza L A = z' . La 
pressimi normale z' . An della base di sopra 
si risolve nello due, z’ .al orizzontale, z'.AI . 
verticale all’ ingiù . Onde essendo AI=B H t 
e palese clic la risultante delle pressioni 
verticali esercitate ne’ due termini della co- 
lonna A q è la loro differenza (z — z') B H\ 
eguale al peso della colonna fluida di cui. 
tien luogo la A q . 

Di qui si vede, come le pressioni orizzon- 
tali si distruggono fra loro, e le verticali for- 
mano una risultante eguale eif opposta al 
peso della massa fluida spostata dal corpo . 

Collo stesso progresso si dimostra anche il 
Teorema seguente ( 11. 53 ) - 
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C A P, I. : 

Teoria generale del moto de * fluidi . 
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aay. t_/s nella particella fluida dementa- 
,^tar* Z L ( Fig, ty) óltre le forze proprie 
Pqdxdydz 3 Qqdxdydz t Rqdxdydz terrem 
conto anche delle forze (222) — Ldxdydz , 
— Mdxdydz , — Ndxdydz provenienti dalla 
reazione degli ostacolai , formeremo immedia- 
tamente .(84) pel uoofo dell’ intera massa, 
T equazione ( B ) , la quale dividendo il tutto 
per qdxdjtdz, e per dt , ci riuscirà 

j •*» 


* ■ » \ / 

E saranno le variazioni $Xj Sy , Sz affatto 
arbitrarie; onde eguagliati a zero i loro coef- 
; fidenti, avremo le tre equazioni . 
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223. D 1 ordinario non si considerano se non 
che quei moti , no’ quali la massa rimane 
continua, mantenendosi sempre a contatto 
le particelle . Questa condizione della con- 
tinuità *ne somministra un’ equazione di più . 
Il modo più appropriato di esprimerla ,è il 
seguente. Pongasi che nell’istante d t l 1 ele- 
mento ZL sia trapassato in zi. Procuriamo 
di esprimere analiticamente la variazione che 
ha subito • in questo, passaggio il volume 
• dxdydz^j c la densità q. Se la massa si 
mantiene continua , è forza che la mutazio- 
ne del volume sia reciproca della mutazione 
di densità; così che il prodotto del nuovo 
volutile per la nuova densità rimanga tutta-' 
via eguale a qdxdydz. Questa eguaglian- 
za ne darà 1 ’ equazione della continuità . 

229 . Cominciamo dal rintracciare la mu- 
tazione del volume . Poiché le velocità u , 
u , w nel punto Z sono funzioni delle quat- 
tro variabili t x x,y\,z, esprimo i loro 
differenziali cosi 


fi 
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du ss H dt A d x - 4 - P d y -+- C d * 

d v — H’ d t A' d x •** £' d y ■+• C'd z 

dw—U 'Ut -t- A"dx+.B"d y -<. C" dz. 

IP punto 2/ coHe velocità u, t>, » trascor- 
re nell’ istante d t gli spazietti u d t , v dt, 
wdt secondo le tre coordinate. Il punto P , 
il quale non differisce da Z che per la r, 
avrà le velocità u.+-Adx } v-*-A'dx, w-*-A"dx 
e però s o rerà contemporaneamente gli epa- 
zietti ( u-t-Adx)dt , (1-4- A'dx) de, [w-*-A"dx)dt. 
Cosicché saranno le coordinate del punto z 
• x -4- ud t \ y-i-vdt-, z-*-wdc 
e quelle del puuto p 

x-t-udt-t-dx (1 -4- Ad t)\ y-4-\>d t -4- A'dxdt\ 
z-4-wdt - *- A" dxdt 

Pertanto se riferirò la posizione del punto 
p al punto z mediante le tre rette ortogo- 
nali z f, fg, gp parallele alle coordinate v 
sarà j 

, zfzzdx(i - 4 -Adt); fg—A'dxdt -, gp — A"dxdt . 
Di qui si potrà calcolare z p che è = 
[/ (zf‘ -4- / g* -4-'gp') \ e trascurando gl’ in- 
finitesimi di 'terzo ordine, riuscirà zp = 
d x ( 1 A dt) . E la deviazione /zpdique- 
0 lato ' 


sto lato z p dalla linea delle x è infinitesi- 

ma ; poiché Ira per coseno ^ , che negletti 

gl’ infinitesimi di te re* ordine Timane = I # . 
Nella stessa maniera si potranno indagare le 
traslazioni degli altri tre lati QK, UN , ML 
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eguali e paralleli a ZP, e si troverà che 
vengon tutti eguali a dx( i -+- Adt) e devia- 
no tutti pochissimo dalla direzione delle x. 

Passando poscia al lato ZQ = d y che 'si 
trasporta in z q , seguitando la stessa trac- 
cia di prima, si troverà z<7 = dy(i -4-B’dt). 
E si troverà lo stesso valore pei lati P K , 
P M , N L trapassati in p k , r m , n l . E 
tutti questi divergono infinitamente poco 
dalla direzione delle y . 

Similmente il lato Z R, e suoi paralleli 
PN , QM , KL passando in zr,pn,qm , 
k l rimangono tutti = z r = d z -+■ C" d t) 
e declinano con angolo infinitesimo dalle z. 

Così nell’ istante d t il parallepipedo ret- 
tangolo Z L si trasforma nel parallelepipedo 
obbliquaugolo zi, gli angoli del quale po- 
chissimo differiscono da 90° . La sua base è 
= z p . z q . sin. p z q , e P altezza differisce 
infinitamente poco da zr.cos. tzr. E poi- 
ché l’angolo pzq è infinitamente poco di- 
verso dal retto, e l’angolo tzr è infinità- 
mente picciolo, sarà sin -pzq *= òos. fzr= l • 
Onde il volume del parallepipedo zi , ne- 
gletti gl’infinitesimi d'ordine superiore, è 
uguale al prodotto zp. zq .zr ; o sia al 
prodotto 

d x dydz (1 ■+■ A dt) (1 -4- B’ dt) (j ■+- C"dt) 
che trascurando pure' gl’ infinitesimi si ridu- 
ce ad essere 
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d X d yd z (l -+■ A d t B’ d t C" dt) 
23o. E ciò riguarda la mutazion del volo- 
me . Cerchiamo ora la mutazione della den- 
sità . Poiché la densità è funzione delle quat^ 
tro variabili t, x, y } z e poiché passando il 
punto Z in z crescono queste variabili cogl* 
incrementi dt, u d c , vdt, wdt, ne sie- 
gue che essendo q la densità dell’ elemento 
posto in Z , la densità dallo stesso elemento 
passato in z sarà 



2 ) udt - H 


%\ w<u 

' ■ ' 

/ \ 

7 / \ 

1 


i3i. Moltiplichiamo ora il nuovo volume 
( 229 ) j^er la nuova densità (Aio) , ed egua- 
gliamone (± 2 fc) il prodotto a qdxdydz. E 
dividendo il tutto per dxdydz, e per dt, 
troveremo ridursi l’equazione ^questa forma 



E questa è 1’ equazione della continuità , 
che negli Elementi d’ Idraulica (II. 83) indi- 
cammo semplicemente col simbolo kq — k' q' , 
poiché allora non ci occorse di farne altro 
uso • 

23a. Se il fluido è incompressibile , la den- 
sità è la stessa in zi come in ZL. Quindi 
pe' fluidi incompressibili, o liquidi,, l’equa- 
zione (//) sciogliesi in queste due 


I 
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233. Queste equazioni comprendono la Teo. 
ria generale, e quando potessero rompiuta- 
inente integrarsi , compiutamente determine- 
rebbero il moto . 

Nei liquidi omogenei la densità è nota e 
contante; rimangono a determinare u, p 

funzioni incognite di t j x , y , z ? ed abbia- 
mo appunto per determinarle le tre equazio- 
ni (G) e l’equazione {K) . 

Nei liquidi eterogenei v’ è $i più 1* inco- 
gnita q-, ma v 1 è anche <Ji più 1’ equazione 

(O • , ' 

Finalmente ne’ fluidi elastici , essendovi 
cinque funzioni incognite, non abbiamo che 
le tre equazioni (C) e l’equazione (H). Ma 
se fia nota la legge secondo cui la densità 
dipende o dalla sola pressione, o dalla pres- 
sione ed insieme dal sito che occupala par- 
ticella fluida, onde sia q funzione nota di 
p,x. t y,z, F equazione che esprime co- 
desta legge supplirà al 'difetto , e compirà la 
determinazione del moto. V ' . • 

Or tutta la difficoltà £ riposa nell 1 inte- 
grare le equazioni fondamentali, e nel de- 
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terminar le funzioni arbitrarie che l' integra- 
zione introduca . Ma quésta difficoltà è gran- 
dissima , e se stiamo nella sorn’ma generali- 
tà , può dirsi insuperabile . Converrà dunque 
ristringersi a qualche ipotesi o caso partico- 
lare , in cui le proposte equazioni prendano 
una forma più trattabile . Questa ricerca sa- 
rà V oggetto de’ seguenti Capitoli . 

" _ ■ ' ‘ ; . r . t 

CAP. IT. 

• # 

Moto de* fluidi nello spazio . 

ni ci ristringeremo ad esaminare 
il moto de’ liquidi omogenei , onde non avre- 
mo a considerare se non che le tre equazio-, 
ni ( Q ) e l’ equazione (K ) . Cominciando dal- 
le prime , faccio la densità q = t , e pongo 
in luogo de’ differenziali d u , d v , d w le 
loro espressioni (229). Ed avvertendo essere 
d x d y , d z 

d~t~ U> Tt~ V 3 d~t~ W> e trc e( I uazi °- 
ni (G) diventeranno ' - 
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rimanendo l’ equazione ( K ) 

A + li' +■ C" = o . V" 

Dìv. queste quattro equazioni a differenze par- 
ziali dovremo cercare la determinazioni del- 
le quattro funzioni incognite Uj v , w , p* 
a35. Ma non è sperabile di poterle risol- 
vere senza invocare qualche ipotesi acconcia 
ad agevolarne il calcolo . Torna opportuno 
a questo eifetto il supporre che i due trino- 
mj Pdj?-+- Qily ■+■ Rdz , udx vdjr-t-wdz sia- 
no funzioni differenziali esatte delle variabi- . 
li x,y , *. ricevute per vere queste due * 
ipotesi vedremo come proceda la risoluzione 
delle equazioni. Cercheremo appresso in qua- 
li casi possano queste supposizioni ammet- 
tersi con sicurezza . 

236. Proposizione I. Ammesse, le supposi- 
zioni dell’ articolo precedente , determinare 
il moto del fluido . 

Poiché u d x v d y -t- w d z è differenzia- 

Io “»"<>' sarS (jj) = (53) 0 sia = 

e similmente C ■=. A", C' =./?". Con que- 
sto le. tre equazioni (Cj divengono . . . 

fe) = P - 7/ -Au- A'v—A"w 

\dxf ' 

= q _ H’-B u - B' y — B” w 

i*ip\ = ij — H"— c u — C' v — C" w 


Digitized by Google 


QUARTA. I SS 

restando tuttavia l’ equazione (K). > 

A +. B' C" = o . 

Ora per risolvere queste equazioni , pon- 
gasi u d x - f- v d y w d z = d k , essendo à 
una funzione indeterminata delle variabili 
t , x , y , z. Sarà 


/ dk\ 

td k\ 

/d k\ 



II 

• 


E l’equazione ( K) diverrà tosto 



Yénendo poscia alle equazioni (G) ne riiol- 
tiplico la prima per dr, la seconda per 
d y , la terza per d z , e ne faccio la som- 
ma . Nella qual somma se io considero so- 
lamente per variabili x , y , z , et per co- 
stante, potrò fare 




(ty dx +(fy dr ~(!ri) dz = 


zzdp 


A d x B dy -+■ C d z — d u 
A' dx -+- B’ dy -+- C' dzzx dv 
À" dx -+- B" dy -t- C" d t — d w 


E di piò sarà 

». A» ■» - 

Udx+H'dy-t-H 


=(=HwHS)— © 
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Finalmente porirò Pdx-+- Qdy-*.JtdzzzdV . 
Con tutte queste sostituzioni', la somma del- 
le tre equazioni ((^'diventa ■» 

(I) dp — dV — d . U -“ ~ v(lv “* 

la ■ qual equazione integrata, considerando 
tuttavia t siccome costarne , ne dà 

2 . 37 . Coroll. I. La risoluzione proposta si 
riduce in sostanza al trovare una funzione 
kj la quale compiutamente soddisfaccia all’ 
equazione a differenze parziali 
, / d d k\ / d d k\ Id d k\ 

Potrà questa funzione contenere in qualsi- 
voglia modo la variabile t. Trovato ci valo- 
re di k , restano determinati i valori del- 
le quattro incognite u , v , w , p . Poiché 

“ = (s| •’’ = (;£)’ ? = ($' e 11 p 

si avrà mediante l’equazione ultima dell’ ar- 
ticolo precedente. 

238. Coroll. II. Quest’ ultima equazione 
poiché si ,è ricavata supponend® t costante 
esigerebbe P aggiunta d’ una funzione arbi- 
traria di t; ma tien luògo di quest’aggiunta 

' . -t 

che appunto per quello 


il termine 


/dk\ 

■V') 
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cbe si è detto pocanzi apparisce essere £un- 
'zione arbitraria* del tempo .i 

23 t). Scolio . Indicata la risoluzione dei 
Problema nel caso clic i due trinonij P dx •+■ 
Qrìy-t-Rdz, udx-t-vdx-^wdz siano in- 
tegrabili, rimane ora ad investigare quando 
sia che una tal condizioné abbia luogo. Quan- 
to al primo trinomio , le forze attive operan- 
ti nella natura sono sempre tali , cbe esso 
riedita integrabile * siccome altrove (24) fu 
avyertito ; cosicché, in que’ movimenti do’ 
fluidi ne’ quali si prescinda dalle resistenze, 
può la prima condizione riceversi con ^si- 
curezza . D' ordinario si considera il fluido 
incitato dalla sola gravità g; allora chiaman- 
do l/rn j n gli angoli che fa la verticale 
cogli assi delle x, y , z viene ^ 

V = g x cos .7 -4- g y co*, m ■+ g z cos. n . 

; Quanto al trinomio;» d x -4 . v d y w d z, 
la seguente Proposizione c’ indicherà molti 
casi, ne’ quali esso è sicuramente differen- 
ziale esatto . 

> 240. Proposizione II. Se a qualche istan- 
. te del moto il trinomio udx-*- vd%-*-wdz 
sarà differenziale esatto, tale sarà per tutto 
il tempo del moto . „ _ 

Supponghiaroo che avendo t un determina- 
to valorg, si trovi u d x h- v d y -4- w d 2 dif- 
ferenziale esatto. ^assisterà per quél tal valo- 
re di t l’equaziopé (L) ; dalla quale abbiamo 
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d V — dp — u d u — v d v — w d w 
dove poiché il secondo menjbro è differen. 
ziale esatto, anche il primo dovrà esserlo. 

Cangiandosi zdn t-t-c/c , cangiasi 
udx-t- v d y'-t- w d x, in’ . 

udx+vdy+wdz+^-^jd dyd zdc 


Qui il primo trinomio è differenziale esatto 
per ipotési, ed il secondo io, è per le coste 
pgeanzi dette. Dunque udx-t-vdy-t-wdz 
continua ad esser differenziale esatto anche 
Pel tempo t ■+• d t , è così - procedendo di 
momento in momento, si vede dite per tin- 
to il tempo del moto seguirà ad esser tale. 

241 Coroll. I. Viceversa se a qualche is- 
tante del moto udx*-vdy + wdz non è 
differenziale esatto , non potrà mai divenirlo. 

242. Coroli. IL Frattanto si vede che quan- 
do al principio del moto sia quel trinomio 
' integrabile, possiamo assicurarci che lo sarà 
sempre». Il che avverrà in moltissimi casi , e 
de’ più ^frequenti .• Ed iri primo luogo quando 
il fluido parte dalla quiete , senza ricevere 
veruna impressione iniziale ? poiché allora 
posto t = 0 sarà u = 0 = w = o-, onde ec. 

24.$. Coroll. III. la secondo luogo quando 
il fluido esseùdo da prima in quiete , vie- 
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ue incitato da un impulso- nniforme sulla 
sua superfìcie , come sarebbe dalla spinta d' 
un embolo. Poiché questa spinta produrrà una 
velocità eguale in ciascuna particella; onde 
posto t = o, saranno le Velocità u j v ^ sY 
costanti , onde ec. ; 

244. Caroli. IV. In terzo luogo quand’ an- 
che T impulso sulla superficie del fluido non 
fossè uniforme , ma variasse comunque da 
un punto all’ altro , rimarrebbe tuttavia la 
forinola udx •+• vdy -+- wdz differenziale esat- 
ta. Poiché s^pno u, v , w le velocità inizia- 
li che quest’ impulso pròdqce in una parti- 
cella qualunque della massa fluida . Si sup- 
ponga che questa particella Venga conteip- 
poraneamente investita dalle forze — u , — v , 

— w le q«ali distruggano in «ssa quelle ve- 
locità iniziali . Egli è palese che l'intera mas- 
sa con queste forze — u , — v , — w ap- 
plicate a ciascuna particella dovrà Sostener- 
si in equilibrio contro la spinta esercitata 
alla superficie . Dunque ( 223 ) il trinomio 

— udx — vdy — wdz dovrà essere diffe- 
renziale esatto , onde ec. . 

'245. Coroll. V. In quarto luogo quando lè 
Velocità u , v j w sono e si mantengon sem- 
pre piccioli ssi me, siccome accade nei minimi 
ondeggiamenti della superficie, Poiclrè- allora 
nelle tre equazioni (C) dell’ art. 234 potrei 
ino trascurare i termini A u , B u ec. sicco- 
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Die infinitesimi di second’ ordine . Moltipli- 
candole poi rispettivamente per 4x , dy , dz 
e sommandole, avremo 


e 


dx ■ 






Dovrà dunque il primo membro essere dif- 
ferenziale esatto ; e quindi 


( rlrlu\ / ddv\ / ddu\ /< 

UtdyJ yilcdxf ’ \dtdzj y 

/ ddv \ /d d w \ 

\dtdzj \dtdyj 


’d d « 
dtdx 


) 


e quindi ancora 




onde cc. , ... , ; ~ 

24G. Scolio . Questa enumerazione conf- 
preude presso a poco tutti que’ casi clic 
sogliono occorrere nella comune Idrometria» 
e ei assicura del potere assumere ne’ seguen- 
ti Problemi 1’ integrabilità della forinola 
u d x + v d y w d z. Non è però che man- 
chi no dei casi ne’ quali quella formola non 
è integrabile , e tuttavia il moto è possibi- 
le,. U,no de’ più semplici è il caso d’ una 
mole fluida -che con giro equabile si rivolga 
attorno un asse . Sia 'questo l’ asse delle z , 
e sia n la velocità angolare; sarà iL = ny , 
v ~ — nx, W — O’i ed udx.-*-vdy -*rwdi — 


i 
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n (y d x — xdy) forinola non integrabile . 
Tnttavolta questa posizione soddisfa all' e- < 
quazione (K ) , e le tre equazioni (G) dell* 
art; 2.34. moltiplicate al solito per dx,dy , 
dz danno per somma un equazione integra- 
bile , di cui r integrale è 

P=r-± »•<*■+*•) 

CAP. III. 

Moto de’ fluidi in un piano . 

247. maggior progresso ci riu- 

scirà di fare in questa determinazione anali- 
tica del moto de’ fluidi , se questo moto si 
faccia secondo due sole dimensioni , cosi che 
tutto il sistema possa intendersi ridotto ad, 
un solo piano, e a due sole coordinate x , y. 

E non è già questo caso di pura specolazio- 
nc ; poiché 1’ acqua fluente per gli acquidot. 
ti, o per gli alvei d’uniforme larghezza si 
muove appunto solamente per due wersi , 
non potendo nissuna particella sviarsi dal 
piano che per essa condotto taglia per lo 
lungo il canale . 

248. Proposizione t Determinare il moto 
del fluido in un piano . 

La soluzione di questo Problema è conte- 

r • V...., t , 
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nota nel Problema più generale (236) già 
risoluto. L' equazione (Jf) si riduce a questa 


( il ri k\ id d k\ 


che ha per integrale completo 

k=z<P (x-t-jr i/— i)-i- + (r — j|/— i) 
denotando $ , + due fumyoni arbitrarie, che 
posson anche inchiudere in qualsivoglia mo- 
do la variabile t . Determinata cosi la fun- 
zione k , si avranno (237) i valori delle tro 
incognite u ; v , p . Sarà 
u = F{x-*-y (/— — yy' — 1 ) 

4>=l/— 1 • (F(x+yl/—i)— f{x-~yi/—i)) 

dove le funzioni F , f sono i coefficienti de’ 
differeaziali delle funzioni $ , >J/ , e però in- 
dicano essi pure funzioni arbitrarie . E final- 
mente riuscirà 

dove sarà V = f{P d x ■+■ Q d j) . 

349. Coi oli. I. Se il fluido ò gjravc, e si 
prendono le x verticali e rivolte al basso , 
sarà P = gx. Che se torni comddo di pren- 
dere per asse delle x una retta pur volta al 
basso, ma inclinata alla verticale coll’an- 
golo l , sarà V = g x cos. I — gy sin. I . 
a5o. Corali. IL Ponendo per u , ed v i 

loro valori ^ , e poscia eliminando de. 
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avremo l’.equazion generale dellfe coeve de- 
scritte da un punto qualunque del fluido. 
Questa sarà * ' . 

tlx . F(x+y[/— i) 

ebe facilmente riducesi a quest’ altra forma 


R*-yl/-‘)-r { x* n /-i)=o 

a5i. Scolio I. Tutta la difficoltà adesso è 
ridotta al determinare le due funzioni arbi- 


tràrie F, f. Daremo un saggio del meto»k> 
che può tenersi , allor quando il fluido è 
ristretto d’ ambe le parli fra pareti di nota 
figura , come sarebbe per entro un vaso o 
un tubo . Siano y = a , y — P> le equazioni 
date delle due pareti; e siano M , N i va- 
lori che prende la frazione ^ ~ l 

d x-t-d y j/ — t 


allorché in luogo di y vi si ponga successi- 
vamente a e 0 . Avremo le dite equazioni 
M f {x— et |/ — l) — F (x -t- a l/ — i) = o 
N f (x — /3 \/— i ) — F (x-*-(3 )/— i) = o 
nelle quali M , N , # , Q saranno funzloi i 
note della x. ■ ' - : 

aii. Scolio II. Ora per cavare da queste 
equazioni la forma della funzione F , 6i può 
procedere a questo modo . Nella prima equa- 
zione in luogo di .r si ponga una funzióne 
di x tale che t si converta in 


/ 
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x q j/— i • E supponendo che mediante 

questa permutatone M si cangi in M‘ , ed 
X4.«(/- 1 si cangi in x -+• «' j/ — 1 , la 
prima equazione diventerà 
M ’f ( x — n i/ — i) — F{ar-+- *' 1/ — 0 = 0 
Sostituendo nella seconda equazione il v*- 
lore di f(x — Q j/— 1) tratto da quest' ultir 
ma, avrò Inequazione 

iV F(x-+- «' j/— 1) — M' F(x-t- fi \/ — 1) = 0 . 
la quale comprende la sola funzione F. Pon- 
gasi adesso 

. x -*-&[/ — 1 = * ; + 

onde sia à. s = (a' — / 3 ) 1/ — 1 ; ed avrò 

. NF(s + * s)-M'F.s = o 
equazftne a differenze finite , nella quale i 
coefficienti N , M' sono funzioni nòte di x, 
e per conseguenza anche di s . S' integri 
questa equazione, avvertendo essere &s = 
(«,' fi) l/ — .1 ; e T integrale ci manifesterà 
la ricercata funzione F . s . 

L’ altra funzione / 6 i determina con un 
progresso affatto simile , Cangiando nella 
prima equazione (a 5 t) la x in modo che 
x -t- ». j/ — 1 diventi = x ■+■ # 1 / — 1 ; e sup- 
ponendo che per tal cambiamento M si con- 
verta in M”% ed x — xy / — 1 in x—o."\/ t , 
la prima equazione diventerà 

tt'V-O- 01/- 0“ò 

e combinata colla seconda darà 1 
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Nf(x - fi l/ - i) - M" f(x - «“ V- O =» o‘ 
Pongasi x—p [/ — i = r ; x— a"^/ — t =j + Aì 
ed avrò 1' equazione - ' !. . 

Nf.s-M"f(s+ù*)z=o 
dà Integrarsi posto Aj = (/3 - » w ) j/ — i . 

253. Scolio III. Tutto questo progresso di- 
viene assai più semplice, quando il vaso sia 
simmetrico attorno l’.asse. delle x» "o più 
generalmente quando Te particelle scorrenti 
per r asse delle .t inai non deflettano dal 
medesimo , di modo clic posto rs*'i venga 
v=ò. Poiché allora sarà F.xzx.f.x >sd 
una sola funzione ci resterà a determinare . 

In questo caso sia y ■ ^ * 1’ equazione data 
della parete; ed avremo 
M F {x— » j/ — i) F (af-t- a. [/ — i)=zo 
dove se immediatamente porrò 
x — .al/ — l = s * * + al/--isi + Ai 
avrò l'equazione • 

JM F . s — F (s s) ■= o 
da integrarsi posto 

254 . Scolio IV. Sia per esempio la parete 
rettilinea, e la sua equazione y = bx. A- 

1-6,7- t , 

vremo M — X -, a = 6x; e posto 

i+W-i 

* — b x[/ — 1 = r; r+6 arj/ — t ±*'+ ò* 

sarà Ajr26ii/-i = 2 h .< V — t j ntc- 

1 -W-l . 

grata con questo valore della differenza A 
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•l’equazione ' V - ■. '• - . •< V 

Ln? V — F . s - F ( s À s) =: • 

i+W-i 

A - * ' 

ne dà F.sxz — , essendo A una costante*, 

J 

^ . . • * » A 

o piu tosto una fbnzione arbitraria del tem- 

Y. ! a 

p0- Quindi F (x de y — l) — 


onde sji trae 


xdcy >/ — i 
a A m 


2 Ax uAy _ _ 

uy= - l iv =~ — Y \ p — C -ì-V- 

-*-y x x -*-y 


CAP. IV. 

Moto lineare de * fluidi . 


255. V^iol' ristringere la * corrente fluida 
ad un piano siamo pervenuti a poter inte- 
grare le equàziont<lel moto; se non che ri- 
mane tuttavia malagevole la determinazione 
delle funzioni arbitrarie. Appianaremo que- 
sta difficoltà con limitarci ad un caso ancor 
più' particolare , ritenendo il supposto del 
moto fatto in un piano, ed aggiungendo di 
più la condizione che le ordinate y riman- 
gano sempre piccotìssime . E per maggiore 
agevolezza supporremo ancora che le parti- 
delie scorrenti lungo 1 asse delle x non se 
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ne allontanino mai . Chiameremo questo mo- 
to lineare j siccome quello che segue la di- 
rezione della linea delle x, non deviandone 
se non che pochissimo . 

256. Proposizione . Determinare il moto 
lineare del fluido • 

I valori già trovati (243) di u ed Vj per 
essere (253) F . x = f . x , diventano 
uxz F (x-+- y l/ — i)'h- F (x - y |/ — 1) 

v = j/— 1 | F(x -4-7 — Ol/— F(x— 71/— 

Svolgo queste funzioni in serie , mediante il 
Teorema di Taylor -, e scomparendo gl’ im- 
maginar) , ritrovo 

n = F . x — -i- F " . x ■+• — F' r . x — ec. 

2 2.3. 4 

v——yF'.x-*- — F"’. x - F v . x-+-ec. 

2. 5 2 . 3 . 4 . 5 

dove i simboli F' ..x, F".x ec. contrassegna- 
no conforme alla- notàzione già ricevuta i 
coefficienti de’ differenziali primo , secondo 
ec. della funzione F . x . Ora perchè le ordi- 
nate y sono per l’ipotesi picciolissime , ab- 
biansi per infinitesime , e cosi trascurando 
gl’ infinitesimi di second’ ordine , resterà 
u — F.x \ v = — y F' . x 

( r1k\ r . 

< 77 / — 

Ora nel presente caso abbiamo (248) 
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k,= <p.x =zfd xF.x, e neglette le quan- 
tità di secando ordine abbiamo pure 
u* .+. V* = (F . x ) 1 • Dunque 

jd .J'd x F. x\ i 

~di ' 7 






aof . Coróll. I. L' equazione delle curve 
descritte da qualsivoglia punto del fluido 
( 25 c) diventa qui dx F. x^-ydxF' . X—i 5 . 
o sia integrando y F . x = Cost. 

a58. CorolL. II. Di qui possiamo agevol- 
mente determinare Ja forma della funzione 
F.x , la quale come altrove si ^ detto , ol- 
tre la x, può contenere in qualsivoglia reo* 
•do la variabile t. Sia l’equazione della pa- 
rete del vaso yxzz\ e dovrà essere zFx— Cost. 
Affine di determinar la costante , chiamo c 
la velocità in una data sezion del vaso =/. 
Sarà u = c, quando z=/. Quindi Cost. =/c, 

onde F.x — —. E si noti che c non è già 
z 

una costante, ma una funzione arbitraria del 
tempo , che resta ancora a determinare . 

25q. Corali. III. Determinata così la fun- 
zione F.x , si avrà (256) 

/ c 

u = — 


f c dz 

V — — — ; — 

d x 


„ „ f de pd x /• c* 

P- C + V -~dtj x " li’ 
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L'arbitraria C /:lie proviene dai)’ integra- 
zione di J'd x F . x , è ancor essa una fun- 
zione del tempo, tuttora indeterminata. 

260. Caroli. IV. Se la direttrice è vertica» 
le, sarà V — gx ; se inclinata alla verticale, 
coll’angolo <p , sarà V=gx eoa. Q—gy sin. $ • 

Ma potrebbe darsi caso die la direttrice 
del moto fosse una curva . Niente vieta di 
prendere per asse delle * questa linea , tut- 
toché «curva , riguardando gli archi della me- 
desima siccome ascisse . Se non che allora la 
foratola Pdx-t-Qdy più non sarebbe dif- 
ferenziale esatta, e così verrebbe meno una 
(235) delle ipotesi fondamentali. Infatti quel- 
la forinola diviene gdxcas. <P — gdy sin. Cp* 
che essendo variabile e funzione della so- 

‘ t . ' 

la a:, non può riuscire differenziale esatta. 

Si può rimovere questo inconveniente col 
considerare in ogni elemento fluido siccome 
attiva quella sola parte della gravità che si 
esercita secondo la linea direttrice , trascu- 
rando siccome forza morta l’altra parte che 
si esercita normalmente alla direttrice. E 
così potremo fare generalmente V =3 
gfd x cos. <P . Al valore della pressione che 
si otterrà dalla «formola (25y) converrò poi 
aggiungere la pressione che proviene dal co- 
nato della gravità normale alla direttrice» 
conforme altra volta •’ avvertì ( II. 94). 
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261. Coroll. V. Essendo la direttrice o li- 
nea, delle x comunque inclinata o, incurva- 
ta, se vorremo in luogo della x introdurre 
jin ascissa verticale Z , sarà f iZ == dx cos. $ • 
Quindi, le nostre formole ( 25 <j) diventeranno 





fedi cos. <p 
i z‘ d Z 


p^c+gzJJsr-ìl- -fis. 

B dtj zcos. <J> 2Ì 1 1 • 

Questi valori confrontano puntualmente con ' 
quelli che trovammo altrove (II. 9 3) indi- 
candosi allora colle lettere gp , z, y quel- 
lo che qui notiamo colle lettere p , Z, z • 
262. Scolio 1 . Prendemmo allora per sup- 
posto ( H. 88- ) che tutti i punti d’ una se- 
zione normale alla direttrice camminino con 
pari velocità a seconda della direttrice stes- 
sa . Il che è quanto dire , che le dette se- 
zioni si mantengano sempre piane e normali 
alla direttrice, e se questa è rettilinea, si 
conservino parallele a lor medesime . Ora 
siamo per alti a strada pervenuti agli stessi 
risultati , senz’ altro supposto fuorché di tra- 
scurare le altre due dimensioni della corren- 
te in paragone della lunghezza, consideran- 
do l'una di queste siccoiftc nulla, e l’altra 
siccome picciolissima . Questo confronto fa 
Vedere che V ipotesi del parallelismo degli 
strati non è vera a tutto rigore r ma può rf- 
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cenerai per un approssimazione, mentre ,si 
riguardino .le ampiezze del vaso siccome 
quantità picciolissime , o infinitesime di pri- 
mo ordine , e si trascurino quelle di second- 
ordine . 


CAP. V. 


Problemi' sul moto lineare de' fluidi . 


» 63 . V_aome si debbano determinare le 
funzioni C , c, e come in seguito si debba 
ordinare il calcolo all’ effetto di scoprire la 
velocità dell’ efflusso , c la pressione sopra 
ciascun punto delle pareti , fu dichiarato ab- 
bastanza (fi. ) nfgli Elementi. Or ne' 
seguenti Problemi ne mostreremo qualche 
applicazione . •; 

%(s 4. Proposizione I. Determinare la velo- 
cità dell'efflusso da un vaso prismatico ine- 
sausto , essendo la direttrice una retta •ver- 
ticale . 

Serve pei vasi inesausti ( II. 96 ) l’ equa- 
zione (JE) . Conserveremo le stesse denomi- 
nazioni d’ allora , e poiché il vaso è prisma- 
tico e verticale , sarà y = m , cos. <P = i, 

M — *N — — ~ - ; supporremo A — B t e fa- 
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remo per brevità l’altezza costante dèli’ ac-* 

nua npl vaso k — li — li , ed i — - — = n . 
1 ‘ ‘ f ni 1 

V equazione (£) diviene ' 

d[ =— lfHdc ‘ 

2 g m tl — in ri c 1 

S’ integri in modo che t = o dia c = o , e 

facendo per maggior compendio — b » 

•i otterrà 

» T l/a 

, 8 — ~r Log. — - — y~ ; onde 

O [/2gH— c[/n • , 

l/zg/i e**- i 

C ZZZ . • , - r r- - 

i K» «*'-■ , . 

E l'altezza dovuta all% velocità dello sbocca 

7/ /c bt - t y 

-TTITT — )• 

Ve ■+• i/ 

a65. Cortili. I. Quest’ altezza non può ol- 

trepassare il limite • — , ed anzi rigorosa- 
rt 


S — 


mente non vi arriva giammai . Bensì per 
poco che m sia grande in paragone di /, il 
limite diventa prossimamente = H , e dopo 
un tempo cortissimo la velocità dell’efflusso 
vi si accosta tanto che la differenza *è im- 
percettibile . Quindi è che in pratica gli ef- 
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flussi da vasi inesausti per anguste luci sin 
d$t principio si ponno riguardare come per- 
manenti. 

■x(/u Corali, IL Per mostrarne un esem- 
pio , sia m = 10/, H = ig . Essendo / ab. 
bastanza picciolo rispetto di m } molto più 
lo sarà /* rispetto di tu’ , e potremo fare 
n — 1 , onde bzz 10. Or calcolando il va- 
lore di s . se mettiamo t =z — , ci verrà 

.i 

5 = 0, 973 H ; ove si vede che dopò un mez- 
zo minuto secondo, l’altezza dovuta alla ve- 
locità pon differisce di tre centesimi dall' al- 
• tezza deli* acqua nel .vaso . Posto f=l, vie- 
ne s — 0,999 H , e la differenza è quasi del 
tutto svanita . Più ràpido ancora sarebbe il 
progresso della velocità verso il suo limite, 
se il vaso non fosse così alto. 

267. Coroll. III. Mcrit§ singolare avver- 
tenza il caso ove sia m =f } vale a dire il 
vaso senza fondo ; abbiamo allora n = o , 

b — o-, onde j= — . Ma risalendo all’equa- 

r Ó • 

zione differenziale, che diventa g d t — d c , 
ne abbiamo immediatamente czzgt. Il che 
mostra che la velocità dell’ efflusso va cre- 
scendo equabilmente senza alcun limite. # Nè 
potrebbe infatti accadere diversamente . Im- 
perocché itf questo caso la superficie insieme 
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con tutta la mole dell' acqua discende con 
moto uniformemente accelerato . £ .poiché 
r acqua 6i rifonde per di sopra con velocità 
eguale a quella con cui discende la superficie, 
essa ancora subentra con velocità sempre 
maggiore; e cosi cresce all’ infinito e la veloci- 
tà dell’ingresso, e la velocità dello sbocco. 

11 perchè non è maraviglia se la forinola 
(II. ico) che esprime la velocità permanen- 
te dell efflusso dia per questo caso J = 
giacché realmente la velocità in.questo caso 
non ha altro limite che l’infinito. 

268. Corolt. IV. Se V acqua per mantener 
pieno il vaso si rifonde con velocità diffe- 
rente da quella con cui va discendendo la 
superficie , e sia k il rapporto della velocità 
dell'acqua affluente a quella della superfi- 
cie , conviene ( II. 141 ) in luogo di A por- 

, /‘ c * 


re A (k — i) 


S 


in 


Fatta questa mutazio- 


ne , si troverà che servono le stesse forino- 
le (264) purché in luogo di n vi si metta 
A 

n 2 (fc — 1) — . • 

' w 1 

E cosi se l’acqua si affonda lateralmente, 
onde sia k = o , in luogo di n si scriverà 


n 


?r 

m' 


269. Scolio I. Daniello BernulW tratta que- 
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sto caso de ir afflusso con diverso metodo , il 
quale anche lo conduce a diverso risultato., 

■ pc* 

Egli nell’ equazione (£) al termine ^ 

che rappresenta 1' altezza dovuta alla velo- 
cità nella superficie del fluido , sostituisce 

L che rappresenta 1’ alt«za dovuta alla 

ag"»’ * ' • .... . . 

velocità deir acqua affluente . Ciò torna al 
medesimo che se in luogo di A si ponesse 


• f* c* . , • 

i + rjt 1 -!) JL Per adattare a questa 

a,g m % 

soluzione le nostre forinole (264) converrei}- 

». . » 

/* 

be in luogo di n porvi n — (k‘ — 1) ~-r v •' 

1 . . . . 

E nel caso dell’afflusso laterale, in luogo 

/* 

di # n , convien porre n -+- — ; o sia 1 . ** 


■ 270. Scolio II. Poiché i risultati non s’ac- 

cordano , ■ è forza dire che 1’ uno* dei due 
metodi sia fallace . Nel primo (z68) che fu 
seguito dal Sig, d’ Alembert , la pressione ad- 
dizionale si misura dalla massa affluente mol- 
tiplicata per la velocità estinta . Nel metodo 
Bernulliano questa pressione viene a misu- 
rarsi dalla differenza tra 1’ altezza dovuta al- 
la velocità dell’ afflusso , e P altezza dovuta 
alla velocità della superficie . Ma di quest’ ul- 
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tirila misura non so vedere sicurò fondamen- 
to , mentre all’incontro Ja prima apparisce 
fondata su quei principi certissimi coi quali 
si misura Universalmente 1' urto de’ corpi 
così solidi, come fluidi ( I. 3o3 . II. 314). 

Ne avremmo senza dubbio la conferma , 
se. potessimo confrontare colle sperienze i 
risultati dei d«e metodi. Ma queste prove 
son troppo malagevoli a farsi quando il foro 
non £ molto angusto in paragone della su- 
perficie; e se il foro è angusto, i risultati 
d’ entrambi i metodi si avvicinano tanto, che 
la differenza non sarebbe osservabile . 

271.- Proposizione II. Determinare la ve- 
locità dell' efflusso da un vaso prismatico 
veiticalc, che per 1’ efflusso si vuoti. 

- Se^ve pei vasi che si vuotano ( II. 97 ) 
1’ equazione (F) . Qui pure abbiamo A — B , 
y — m , e costante ; cos. $ = cos. <P' = 1 , 


M — N — 


h-k 

m 


m 

Sarà • poi comodo invece 

della h introdurre un asci69a verticale x 
che dal centro del foro proceda all’ insù , 
ponendo k—h = : r; come anche in luogo 
dèlia velocità c introdurre V altezza s a lei 
dovuta , ponendo c* zz 2 gs. Con questo 1 
equazione (F). diviene 

/» xd s — (m a — /*) sdxzz — m % xdx 

j, ^ TTh ^ TYl J ' J ^ ^ t 

Faccio per compendio jr — 
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ed ho l'equazione . 

xd s — b s d x = — a xd x \ 
che si rende integrabile col moltiplicarla 
per x'~‘ b ~ 1 ; ed integrata cosi che x = .Jff 
dia s zz o , ne darà % . 

272. Caroli.. I. Se J \l fetidissimo ris- 
petto di m l , riesce 0= e grandissimo 

rispetto deli' unità . Q. fraziono —j 

elevata all '.esponente ‘altjs s^igo b diventa mi- 
nima, e riesce s — x . 

So f‘ — m" talché il va |0 siàfsenza fondo, 
iriescé a — 1 , b zz i) , ir r=' 77 ~— x , come 
è manifesto- dover essere,. ' 

27 3 Corvi k if. Se Fosse »t’„= 2/* , sareb- 
be a = i, /zrr 1 , onde s risulta zero diviso 
per zero. .Conviene alloca ritornare alllcqua- 
zion differenziale , che diventa xds — sdx — 
— 2 xd x\ e divisa per jc* ed integrata, da- 

r a J = U log. — r . 



B74. Caroli. III. Per trosce il» tempo in 
<ui l’acqua si abbassa per unThuerminato 
spàzio, e acquista una determinata velocità 
coitvien ricorrere all’ equazione ( li. 97 ) 

Wi d h — f c d t , o sia ' d t ~ — ^ -x\/a QC j_ 
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la quale in luo^A di s bisognerà .sostituire 

il suo vaiorelfpi - ) in x; ma l'equazione che 
ne risulta, non può integrarsi se non che - 
per serie . • 

Se però la luce è piceiolissima , essendo 
allora s = x., si trova d<?po l'integrazione 

ayfj. Corali. 1 W. La, velocità dell’ efflusso è 
nulla , quando|«rc= II*, e torna ad esser nul- 
la , quando , x =W. Deve dunque esser mas- 
sima in quab he, intermedio valore dì x, cui 
cercheremo nella seguente 

2-(v Propotitìoaé III. Determinare la 
massima velocità <jkll’ efflusso dallo' stesso 
vaso pri$o>atico ^«Micale ' 
Ove c ò massimo , /iovrà esserla anche s ; 
differenzierò TMtnpe il valore di 5(271) ed 
eguagliato a zeìrò il differenziale, -avrò pét 
sito e pel valóre della velocità massima 

• ';J8a- Ju 

x s Hb l ^ ; s xz a II b 1 
277. Cornll. I. Onde ridurre ad espressione . 
più comod»^lwtì’ valori , allorché il foro- è 
molto angusto in confronto dell’ ampiezza del - 
vasti , noteremo che allora b é numero altis- 
simo , e quasi eguale ad a Ora essendo b 

1 

.* . v i ' % •' ' . 

numero altissimo , se faccio b = 1 -e* * » sa- 
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rà i una frazion piccolissima ; infatti elevan- 
do all’esponente b , avremmo b~ r(t do- 

ve se i fosse zero o negativo, ->1 secondo 
membro riuscirebbe minore dfl primo; e se 
i fosse* positivo bensì, ma non piccioljssimo, 
riuscirebbe palesemente maggiore. Ora pre- 
supposto rhe i sia un numero picciolissimo , 
prendendo i logaritmi, avietno 

log. b ■=. log. (t -+• i) = i ; onde finalmente 


« 


i 

6^=1-+--^- log. b 




Similmente b b— r t £ -i — log. ò=r i — r-Iog.l» 


giacchi essendo -r log. b frazion piccìoliSsi- 


t ma, svaniscono tutti gli altri ternvni che 
proverrebbero dal continuare la divisione. 

278. Caroli. II. Avremo dunque pei lori 
picciolissimi 


x—H— ■— log. b 


aH 


s — 


E co 9 i pel punto in cui s’ acquista la mas- 
sima velocità , la superficie dell’ acqua nel 

,* H 

vaso sarà discesa per i’ altezza log. b , e 
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t5o 


1 


Tflff 

ne sarà uscita dal lume la quantità — - log. b 


279. Corali. III. Per avere il tempo nel 
quale la velocità divien massima, nell’ es- 
pressione di t (U74) conveniente ai fori pic- 
ciolissimi , sostituiremo il valore di x pur 
ora ritrovato; ed estraendo la radice per. 
approssimazione , basteranno i due primi 
termini della serie ; onde verrà 


f =\/ Ji xL ° s ’ 6 * 

280. Coroll. IV. Questi valori ci mostrai» 
no, oome essendo picfciolo il lume,, la ve- 
locità dell’ efflusso sale rapidissimamente al 
valor massimo , il quale eguaglia a un di- 
presso l'altezza iniziale dell’ acqua en^ro il 
vaso . Indi la* velocità gradatamente declina 
a misura che l’ acqua va discendendo . Quin- 
di è che nella» praticai neglette le variazio- 
ni iniziali 1 può sempre riguardarsi la velo- 
cità dell’ efflusso come dovuta all'altezza 
dell’ acqua soprastante . 

Per ^mostrar coll’ esempio la tenuità di 
queste variazioni iniziali ahche in’ un caso , 
ov*esse non sono poi così piccole, ripiglie- 
remo 1* esempio precedente (266) supponen- 
do mi io/, II = 2 g . Qui potrà farsi 
b = a = tco ; onde sarà log,, ip. b = 4, 6 . 
E calcolando le foratole precedenti, trove- 
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reqjo che' la velociti dell’ efflusso arriva al 
suo maxima nel- tempo r\^(ì " 3 rteì qual tem- 
po la superficie si è abbassata dell’ altezza 
o, 046 H. . . • 

2«i. Proposizione IV. In un vaso inesau- 
sto, dopo ridotto a permanenza P, efflusso, 
trovare quella sezione , ove ìa pressione è 
massima . 

Eguaglio a zero il valore dèi &p ( II. 93 ) 
e pongo in grazia dello stato permanente 
d c — o . Avrò g y* 4 z f’ c* d v& c o . Ora 
se in luogo* della y metterò il suo valore in 
e dato dalla nota figura del vaso* avrò -da 
questa equazione 1 ’ ascissa z indicante il 
luogo della psession massima ; essendo al- 
tronde (fi. 100) c* quantità cogQÙtf. 

• Ma sarà forse piò comodo invece ‘della z 
stabilire un ascissa verticale** che dal cen- 
tro del foro procèda all' insù, ed invece 
della velocità r introdurre l'altezza s a lei 
dovuta . E con questo P equazione del Pro- 
blema diventerà 

y l Jr = 2/* sdy . 

282. Cofoll. I. Abbia il vaso la forma d’ira 
conoide parabolico, e le ordinate della pa* 

rabola generatrice siano come le potestà ~ 

delle ascisse. Le sezioni circolari del vaso 
•ono come \ quadrati de’ loro- raggi , 0 sia 
delle ordinate, e per conseguenza sono co- 



idi 
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me le potestà «esime delle ascisse co|ps» 
pondonti . Pertanto se dicasi l la distanza 
del vertice della parabola dal - fe re , sarà 
«. fi] x 

y= - * . Quindi l’etjuazioq precedente 

l n 

darà pel sito della pression massima ' 

»‘ 

x=£(2nl tn sfi n + \~.l 
La distanza l si troverà facilmente , quan- 
do sr conosca la ragione — dall’ampiezza 


del foro a quella della soperficie, e 1* al- 
tezza H dell’ acqua sopra il foro ; poiché sarà 

UJ!±*r im , de i- £VV_ 


m — 


l n 




a83. Coroll. IT. Sia per ésetnpio m^= 2 of\ 
l’altezza dell’acqua H = 1 metro ; e la pa- 
rabola generarrice del vaso sia la paraho- 
la Apolloniana , onde « == l . Troveremo 
Z = o,o5z6 -, t = 0,1243; e la pression mas- 
sima p A - 1-' . 

Se il vaso fosse conico, avremmo n =2; 
onde verrebbe / = 0,2880; x zz o, 199.5 ; e 


la pressione massima p — A -+- ( ,6787 . 

284. •Caroli. III. Questo sito della pressio- 
ne massima ha ciò di. particolare , che in es- 
so l’acqua si accelera come se fosse affatto 
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liberi i;»elata . Il che manifestamente ap- 
pate dall’essere Ivi, <//>==9^e però ( II. 91 ) 
g d z = ud u . Donde si, ve(J^ che la sezione 
cui compete la presslon massima divide la 
capacità del vaso in dutf branchi molto fra 
loro diversi in ordine all^ accelerazione dell’ 
acqua per essi corrente . . Nel tronco supe- 
rare l’ acqua s" accelera meno che nbn fa- 
rebbe per la semplice gravità t nel tronco 
inferiore assai più • Nel primo la scambie- 
vole a/ione fra gli stiatj^acqnei fa contrasto 
alla gravità e jende a tjtardare ciascuno 
strato , e così ne modera £ acceleramento . 
Per lo contrario nel tratto inferiore essa 
cospira colla gravità, e ne accresce l'effetto, 
E così la scala delle accelerazioni per le qua- 
li l’ acqua dal sommo del vaso si conduce 
allo sbocco è molto diversa da quel che sa- 
rebbe se*l’ acqua cadesse liberamente; quan- 
tunque se il. foro è piccolo,., la velocità fi- 
nale sia in ambi i casi )a stessa . 

285. Coroll. IV. Se. la superficie del vaso 
e la sezione del foro si trovassero aggravate 
da pressioni diverse, la soluzion del Proble- 
ma rini|rrebbe tuttavia; la medesima. Solo 
conv$ene»avvertire òhe si dja in ciascun ca- 
so ad r quel valore ( • 100 ) che ad 

esso caso conviene, ■ t 

E qiri ben potrebbe a calere che x dive- 
* uissé eguale ad £T ^maggiore di H > °P~ 
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pure che divenisse «ero, o negativo. Ne* 
quali oasi dovrà ronchi ridersi iion esservi se. 
«ione alcuna nel vaso, ove la pressione di* 
venti massima . ***' 1 

lifcif). Corali. Se il va«o fosse composto 
di due tronchi di fotma differenti , converrà 
prima calcolare (IL 1(9) la pressione che 
ha luogo nella sezion di confine fra un tron- 
co e 1 altro; poscia colla scorta dell’ artico- 
lo precedente si, tgerchcrà il sito della pres- 
sino massima separatamente in ognuno dei 
due tronchi . £ qui potrà essere che s’ in- 
contri la pressiòn' massima in tutti due i 
trouchi , o in un solo de’ medesimi , o an- 
che in nessuno dei due . 

Per vederne nn esempio , sia il vaso para- 
bolico alto metri 1,1*69; e con esso sia 
continuato un tubo o imbuto coplco alto 
m. 0,1624. be sezioni supreme del vaso, e 
del tubo , e la sezione infima della luce sia- 
no nella ragione de’ numeri 20,2,1 . Fatto 
il calcolo, si troverà non farsi luogo alla 
pressiòn massima se non che nel vaso, in 
sito distante dalla luce metri p, 25,3. 

Che se il vaso fosse lungo soltanto metri 
C,8i2i ed il tubo m. 0,487*, dutj’Inoghi si 
troverebbero per la pressiòn massima; Fimo 
all’altezza di nu. «,5708, l’altro all'altézza 
di m. 0,4088 s»pra la luce: ed il primo di # 
questi appartiene al vaso, il secondo al rubo. 
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Colla stessa norma si troverà' il luogo, o 
luoghi della pression massima in uu vaso 
comunque composto di varj tronchi, o con- 
tinuati ira foro, 0 anche discontinui. 

287. Conili. VI. Questa ricerca sqccede con 
eguale facilità ancora ne’ Vasi che per l’ef- 
flusso si vuotano , purché la luce sia minima 
in paragone della superficie '. E infatti il va- 
lore di p (II. up) differenziato e posjo e- 
guale a zero i conduce alla stessa equazione 
(281) di prima, Se non che il valore di s va 
cangiando , e cori esso cangia la sede della 
pressione massima. E siccome appena schiu- 
so il foro, la velocità dell’ efflusso ascende 
prestissimo # quel valore che corrisponde all’ 
altezza tffell’ acqua sovrastarne , cosi anche 
il sito della massima pressione dal fondo del 
vaio sale rapidamente a quel luogo che vieu 
determinato dall* equazione (281 ) postovi 
* = H . Poscia mentre la superfìcie si va 
abbassan^o^ e sminuendosi il valore di 
anche il • posto della massima pressione va 
gradatamente scendendo , e riducendosi ver- 
so il fondo. 


*. A 
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pure cbe divenisse «ero, o negativo. Ne* 
quali casi dovrà concbiodersi lion esservi se. .. ' 
zione alcuna nel vaso, ove la pressione di* 
venti massima . *** 

Corali. V* Se il va«o fosse composto 
di due tronchi di forma differenti , converrà 
prima calcolare (II. 1(9) la pressione che 
ha luogo nella sezion di contine fra un non- 
co e 1 altro; poscia colla scorta dell’ artico- 
lo precedente s^ tjerchcrà il sito della pres- 
sioo^ m aissi ma separatamente iti ognuno dei 
due tronchi. E qui potrà -essere che s’in- 
contri la pressióni" massima in tutti due i 
tronchi , o in un solo de’ medesimi , o an- 
che in nessuno dei due . 

I Per sederne un esempio, sia il vaso para- 

bolico alto metri 1,1*69; e con esso sia 
continuato un tubo o imbuto coyleo alto 
• m. 0,1624. be Sezioni supreme del vaso, e 
del tubo, e la sezione infima della luce sia- 
no nella ragione de’ numeri 20,2,1 . Fatto 
il calcolo, si troverà non farsi luogo alla 
pression massima se non che nel vaso , in 
sito distante dalia ’l nce metri 0,2543. 

Che se il vaso fosse lungo soltanto metri 
0,8121 ed il tubo m. 0,487.3, duq’lnoghi si 
troverebbero per la pressimi massima; l’uno 
all’altezza di 1m.t1.57r8, l’altro alleai tòzza 
di m. 0,4088 s- pra la luce; ed il primo di^ 
questi appartiene ài v?so, il secondo al tubo. 
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Cèlla stessa norma si troverà il luogo, o 
luoghi della pression massima in uu vaso 
co^ntìnque composto di varj tronchi, o con- 
tinuati fra loro , b anche discontinui 

287. Corvll. VI. Questa ricerca succede con 
ecuaie facilità ancora ne’ Vasi che per l’ef- 
flusso si vuotano, purché la luce sia minima 
in paragone della superficie E infatti il va- 
lore di p ( 11. no) differenziato e posjo e- 
guale a zero \ conduce alla stessa equazione 
(a3l) di prima , -aMwn che il valore di s va 
cangiando, e roti Imo cangia la sede della 
pressione massima 7 15 siccome appena schiu- 
so il foro, Ja velocità dell’ efflusso ascende 
prestissimo^ quel valore che corrisponde all’ 
altezza dèli’ ar qua sovrastante , così anche 
il sito della massima pressione dal fondo dei 
va'So sale rapidamente a quel luogo che vici» 
determinato dall' equazione (281 ) postovi 
s = H . Poscia mentre la superficie si va 
abhassamjo^ e sminuendosi il valore di s, 
anche il • posto della massima pcessione va 
gradatamente scendendo, e riducendosi ver- 
so il fondo. 
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208. JP roposizionc. /. Determinare il 
moto d uo corpo attratte da un centro im- 
mobile . 

Sia R la forza traente verso il centro ; e 
sia r il raggio vettore condotto dal centro 
al corpo. Prendo nel «entro stesso l’origina 
delle coordinate ortogonali x , y , z che de- 
terminano il luogo del corpo. E risolvendo 
in tre la forza R secondo le tre coordinate , 

* r —Rx —Ry — Rz 
saranno queste tre torze , — — -, . 

\ ■ y.r . .- i r . r 

Quindi l’ equazioni determinatrici del moto 
saranno (nì3) queste tre 
ddx Rx ■ ddy Ry ddz Rz 
de * r dt r dt\ r 

ove sarà r* = ar* -4- y' •+• a* . • 

'289. Caroli. I. Si moltiplichi la prima e- 

X 

quazione per — , la seconda per V , la ter- 
• r t 

za pe» ; e sommandole avremo 
r 

x ddx + yddy i-zdd $ ^ 

7 d **■ “ 
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' t 

* Si moltiplichi la prima per — y , la secon- 
da per x ; e di nuovo sommandole avremo 


d(xdy~ydx) ^ ^ 
di' ■ m 

Finalmente si moltiplichi la prima per 

— xz . * —yz ’ - 

— à lei seconda per ■ “ • - — — » 

■J 1 ) l/' (*-*/> 


|/(** 

la terza per [/(x* -+- jr* ) ; e sommandole, ed 

invece di x l -4 -y' ponendo* il Sito equlvalen- 

te r* — z* , troveremo » ‘ 

r* d d z — z(xddx-t- yddy -4- zddz) 

i- — é =c. 

dt* . - : 


Così trasformate le. tre equazioni dell' arti- 
cólo precedente , meglio ci scorgeranno alla 
determinazione del moto . ' 

^()o. Coroll. IL Sia q 1 ’ inclinazione del 
raggio r al piano delle x ed y\ e sia p l'an- 
goìo che fa la projezkme di r sul piano del- 
le i, j colla linea delle x. Miniatilo , le 
coordinate , ed in luogo delle tre x , y , z 
introduciamo le altre r , p } q che egual- 
mente determinano il luogo del mobile. Sarà 
x=rcos.p cos. <7; y=n\n.p cos .q\ z=rsin.£ 
Questi valori dovremo sostituire nelle equa- 
zioni (289) e per agevolar questa sostituzio- 
ne avvertiremo essere 

dx‘ -*-dy‘ +dz‘ zxr'd p' cos. q'-+-r*dq’ -*-dr’ * 
ed xd x~h ydy -+- zdz — rdr; onde 
xddx-t-yddy-+-zddzzzrddr—r' dp 1 cos. q*—i*dq' 


1*8 


Sezione 


— o 


Ciò posto, le tre equazioni (289) si trasfor- 
mano senza fatica in queste altre 
ddr — rd[j^ cos. 9* — rdq’ 

d ^dp co,.y _ o 
. dC 

d. r* dq-k-r' dp‘ sin. q cos. q _ 

de 

' 191. Corolla Iti. Ma il calcolo si faciliterà 

notabilmente se avvertiremo che la traietto- 
ria descritta dal mobile è tutta distesa in 
un piano. Ed infatti se immaginiamo un pia- 
no epudotto pel centro della forza R , e per 
)a direzione della velocità da principio im- 
pressa al mobile, egli è evidente che da 
questo piano esso non si allontanerà mai . 
Prendendo adunque su questo le * e le y , 
sarà q =* 0 , e d q =. o ; col che rimangono 
solamente le due equazioni > 


ddr — rdp * 


4 -i? = 0 , 


d .r % d p 


zzo 


de ' ’ de 

Qaeste due equazioni s’ integrano senza 
difficoltà . Già la seconda dà immediatamente 
Ad t 

dpzz — ~ , Sostitnito poi questo valor* nel- 
la prima, e quindi moltiplicandola per dr, 
indi integrando, verrà t ^ + ~+J'Rdrz=.B. 


QUINTA , 


1*J> 


Quindi «i lia 
dr 


de zz 


Tr' d P= 


'A<ir 


v/( B-fRd , ' r-^B-fRdr-*-) 

Quest’ ultima è l’equazione della trajettoria.; 
la’ prima poi <13 a conoscere la ’ situazione 
del corpo ad ogni istante. 

29». Coroll. IV. Le aree percorse intor- 
no al centro della forza, sono proporzionali 
ai tempi ne’ quali si percorrono. 

Questa proporzione fu dimostrata altrove 
(100); ed anche discende spontaneamente 
, Adt ’t 

dall’ equazione dp— — — ; onde — r dpst 

t ^ 

— Adt. Infatti 1 ’ area elementare, o sia il 
2 < 

triangolo formato dai due r^ggi vettori infini- 
tamente vicini che chiudon l’ angolo dp, è ap- 
punto — r‘ dp. È dunque l’area elementare 

proporzionale all'elemento del tempo, onde ec. 

293. Coroll. V. In ogni punto della tra- 
iettoria la velocità angolare ^ è reciproca- 
• , » 
mente proporzionale al quadrato del raggio 

vettore . . - 

Ancor questo segue immediatamente dalla 
• , Adt 

stessa equazione dp zz ■■■ — • 
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C94. Corali. VI In ogni ponto della tra- 
iettoria la velocità assoluta del mobile è 
reciprocamente proporzionale alla normale 
condotta dal centro sulla tangente.' 

Dicasi questa normale, = n . L’ area ele- 
mentare avendo per base l’archetto della 
curva d s , e per altezza la normale n , può 

esprimersi ancora col prodotto — nds. Sarà 

I • 

dunque (292) nds=zr*dp=Adl, onde ^ =2-^ • 

295. Proposizione II. Supposta la forza 
attraente reciprocamente proporzionale al 
quadrato della distanza dal centro , deter- 
minare la traiettoria. 

F 

Sia dunque R — — essendo F costante ; 
r P 

sarà J Rdrzz. — , e l'equazione della tra- 

Adr 


jettoria dpzz 




v F A Ad r , 

Pongo — . — — = z , onde — — a z , 

b 2A r r* 


e l'equazione diviene dp— 


— d z 




\. 
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Ed integrando, />=>— P-h Are. cos. 


v^(-S) 




•J XC08. (/)-+- P)- 


essendo P una costante indeterminata. Quin- 
di finalmente , -, < 

£-i =v /(*. 

U96. Caroli. /. E sin qui abbiamo lo tre 
costanti arbitrarie A , li , P introdotte me- 
diante le tre integrazioni*. A render più 
semplice l’equazion della curva, mutiamo le 
due prinie costanti , ponendo 
ad /(D F* , a A 1 

-f V e ; nr = (‘ ”* € ) 

Ed avremo 

o(i— e‘) 




I — C COS. ( P -4- P) 


Vfì. Corali. II. Quando diventa p~ — P, 
ti ha* il valor massimo ; di r = a( e 
questo è il massimo allontanamento del cor- 
po dal centro della forza, o sia, per usare 

il termine ricevuto nella Teoria Planetaria , 

• • 

la distanza afetia. Per contrario quando di- 
venta p = 180* — P, si ha il valor minimo 
di r == a (t —e) ; ed è questo il maggiore 
avvicinamento del mobile al «centro della 
forza, o vogliam dire, la distanza .perielia . 
yedesi che i punti dell'afelio e del perielio 
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cadono in una stessa lindi retta condotta pel 
centro. £ la distanza media del corpo, dai 
centro, o sia la eeaMsomma delle due di- 
eta «ze afelia e perieli», risalta = a; è la ■ 
loro semidiffereura =*»»*•■*/'.»*>;. ' * ■» 

298. Coroll. III. Riportiamo la nostracur* 
va a due coordinate rettangole x , jr , costi- 
tnendo l' origine* di qnrVte Coordinate i»el 
centro della fora», e T asse delle a. sulla 
retta die passa per Y aSrlif», $ per it^erielio , 
onde sia y ■=*= o quando )> = —• F e di riuo- 

vò , quando p =' tfti* P % Sarà’ dunque • 
x = r cos. (p ■+■ P) , y ^ r sin F), odile' 

1’ equazione (296) diventa 
y ' »-».( 1 -e* ) jc* — a a e ( i — € * }' ^ 

ed apertamente dimostra essatela, trajetto- 
ria una Sezióne conica . Sarà .questa. « para- 
bola , o ellisse o iperbole serondo che il 
coefficiente ! — e’ sard zelo , positivo , o 
negativo. £ si ridurrà ad un cìrcolo, 
do sia c =4 o . , 

299. Coroll. IV. Onde poi ravvisare gli 
dementi dell’orbita trasportiamo 1* origine 
delle coordinate nel Vertice -, ritraendo 11 
principio delle x al puntò d{ì perielio. Per 
Tal effetto in luogo dello, .«‘al dovrà* mette- . 
re x — a (r — e), e si avrà 

e*)x’ — 2n(i *~t?yx*=o , 

Onde facilmente si deriva essere il parame- 
tro dell' òrbita =sio(t- e*)} il semiasse 


Digitized by Google 


QUINTA. Iy3 

maggiore =fl ; il semiasse minore =<q/( t— «* ) j 
1’ eccentricità , o sia la distanza del foco dal 
centro della curva =oe. 

300. Caroli. V. La distanza dal vertice al 
foco più vicino è = a(i — e), ed al più 
lontano = a (t -4- e) . Per lo die essendo co- 
stituito il principio delle -ascisse nel perielio, 
si vede che incentro della forza siede nel 
foco più vicino al perielio . * 

301. Scolici. Ora il decidere qual delle 

tre Sezioni Coniche sia per descrivere il mo» 
bile , e di qu^ta segnare la positura e 1 an- 
damento, dipende, come è manifesto, dalla 
determinazione delle costanti a, e, P'< E 
quésta determinazione dipende dal sito ini-- 
ziale del corpo, e dalia velocità e direzio- 
ne, secondo cui fu da principio incammina- 
to, siccome nella segueute Proposizione mo- 
streremo » * 1 ' 

3oa. Pioposizione III. Data la situazione» 
la velocità e la direzione iniziale del mobi- 
le , determinarne e costruirne l’orbita. 

Pongasi che da principio il mobile si tro- 
vasse alla distanza f dal . centro, della fmza, 
e snlta linea delle x (?&<>). 11 che senza dif- 
ficoltà deve accordarsi; giacché la posizion 
degli assi essendo arbitraria , ben possiamo 
intendere 1’ asse delle a, costituito in guisa 
che passi pel luogo iniziale d#i corpo, cosic- 
ché quando t = <5, ed r t= f , sia p = ò . 
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Pongasi di più che il mobile fosse projetto 
oon velocità c , e con tal direzione che fac- 
cia col raggio vettore f 1’ angolo i . 

Se con questi tre dati f,c,i potremo 
determinare le tre costanti A , B , P , ov- 
vero a,t, P, avremo sciolto il Problema. 
Poiché già il valore di e determina (298) la 
specie delta sezione conica descritta ; ag- 
giungendovi il Valore di a vengono a deter- 
minarsi (299) gli assi e il - parametro; ed 
aggiungendovi per ultimo il valore di Pj si 
determina (297) il punto dei» perielio o sia 
il vertice detlF orbita. Guidando infatti dal 
centro della forza una reità che faccia col 
• raggio vettore iniziale / l’angolo 180’ -P, e 
facendola lunghezza di questa retta =a(i — e) f 
l’ estremità di essa marcherà il punto del 
perielio . 

Ora nell’ equazione (296) posto r^f deve 
essere p = o . Quindi 

o(t — e*) 


1.» 


/ = 


1 — e cos. P 


Risolvasi poi la velocità iniziale c in due , 
l’ una diretta secondo il raggio vettore , c 
l’altra ad esso normale. Sarà la prima p cos. i , 
la seconda csin. i. Dunq«e allorché t = o ed 


dr 

v—f dovrà essere ~^ t — e cos. i , 


rdp 

dt 


c sin. 1. 


Con questo le due equazioni integrali dell ' 


Digitized by CjOOqIc 


qtmrrji.’ ujà 


art. 291 daranno •' ; . . 

r • n F 

• • A = cf sin. 1 i '■£ ta c* — 
e quindi {&)< ) 



Da queste tre equazioni avremo le tre co- 
stanti a , e, P espresse per le quantità no- 
te f, c, i \ e così potremo costruire tra- 
jcttoria . » ... * 

3 <> 3 . Coroli. I. E viceversa conoscendosi 
E orbita descritta dal corpo -, mediante le 
medesime equazioni potremo conoscere pii 
clementi f , c> i attenenti al sito ed alla 
projezion» iniziale del corpo. 

304. Coroli. IL L’ orbita sarà paraboli- 


I’ > - 

ca , quando sia c* = . Sarà^un iperbola , 

J? , - 

se c* "> -i, . Sarà Gnalmente un ellisse , se 

■ì . > 


c < j; e cangerassi l'ellisse in un circo- 

... t F 

lo, quando sia sin. 1 — l , e c r= — . . 


Ed $ notabile come la specie della sezi'on 
conica descritta dal mobile non dipende 
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punto dalla direzione, ma soltanto dalla ve* 
Jocità della projezionc iniziale . 

3 o 5 . Proposizione’ IV. Determinare ad ogni 
Istante fi luogo del mobile «ella trajettoria. 

A tal fine è ti’ uopo integrare 1 ’ equazio- 
ne (291) 

d t= 1 ' , 

ovvero, mutando le co'stanti, come all’ art. 296 

j j/2 a r il r 

53 V* V (a- e 1 — (r — «)*). *. 

Faccio r = n - oc cos. 4 ; e 1’ equazione si 
trasforma nella 

dc = (du~-edu cos. «) ~~j?~ 

ondè integrando • • 

't t-e<? = (u — c sin. u)y/^- 

La costante Q dipende dal punto dell’ or- 
bita , doudo vuol cominciarsi a contare i, 
tempi . Se si conta dal perielio , dove r zz 
a — a e , e per conseguenza cos. u = 1 , ed 
4 = sin. a = o , potremo fare Q = o , e 

- t=(u-e sin. 4) y/ - 

Per mezzo di questa equazione , ad ogni 
dato valore di c potremo conoscere per ap- 
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‘prossìmazioue il valore di u die vi corrisi 
ponde, e quindi avremo quello di r t dal 

/ quale dipendono p, x ed ,y i ) 

3c6. CoroU. I. Girando due corpi attorni 
lo stesso centro in virtù della stessa forzi 
attrattiva , le aree descritte dall’ uno e dall* 
altro in tempi eguali,' sono còme le radici 
de’ parametri delle loro orbite. 

Questa proporzione derivasi facilissima- 


mente dall'essere l'area elementare —r*dp 


eguale ad — Adt , onde l’area stessa r=~ Ac * 

i • * . * 


e però le aree percorse in tempi eguali * 
sono proporzionali ad A , Ma (29 <5) —Axz 


|/2af(r-e*); e 20(1— e 1 ) esprime (299) 
il parametro dell’ orbita. Dunque ce. 

307. Corali. II. E viceversa i tempi ne’ 
quali si percorrono aree eguali dall’ uno d 
dall’ altro de' corpi , sono inversamente prò* 
porzionali alle radici de’ parametri delle or* 
bite loro . " 

• . 

308. Coroll. III. Dicesi Tempo periodico 

quello che s'impiega a percorrere , l’ interi 
òrbita , o sia quello che corre dal passard 
per '11 perielio al tornarvi . 

Sia T questo tempo . Partendosi il mobili 
dal perielio se io conto erro, avrò uso. 


Jiy8 . Sehon* 

oncje cos. u zs t • Nel prossimo ritorno al 
perielio, dee tornare (3c5) cos. u =s l , e 
quindi it = in , e sin. u = c , e 


,=a ».v/_ 


che sarà il tempo periodico. 

3cy. Caroli. IV. Girando due <;orpi- intor- 
no lo stesso centro in virtù della stessa for- 
za attraente , i quadrati de’ tempi periodici 
• otto come i cubi degli assi maggiori delle 
loro oil>ite . ■ 

3 to'. Scolio I. Nella- Teoria Planetaria ri- 
guardasi la forza F siccome effetto d' una 
massa residènte pel centro, e si suppone ad 
essa massa, proporzionale. QtTmdi 1' attrazio- 
ue de centri si tiene essere in ragion com- 
posta della diretta delle masse traenti , e 
dell’ inver a duplicata delle distanze. E la 
gravità terrestre si considera come una di 
queste forze, attrattive , diretta al centro 
della Tetfa, nel qual s’ intende^ raccolta l* 
intera mas»a del globo terracqueo. In tale 
ipotesi può richiamarsi a note misure il va- 
lore di F , e farne paragone colla .gravità . 

Sia n la massa, e p .il raggio della Terra , 
la quale sulla sua superficie , e cotisegnen-* 
temente alla distanza p dal centro esercita 
1’ attrazione g eguale alla gravità. Sia m la 
massa di altro corpo che alla distanza r eser- 


Digitized by Google 


' J 


QUINTA:» igy 

F 

uita la forza •— Poiché per ipotesi sono lo 

f ' . r * 

lorze attrattive ncHa ragion composta della 

diretta delle massq , e reciproca duplicata 

delle distanze , avremo la proporzione 

~ • — •• £ : jr: onde F — — ^_L 

3n. Scolio II. Rivolgendosi due mobili t v 
1 uno intorno una massa attraente,, l’altro 
intorno un altra , saranno le masse aura* 
enti nella ragion composta diretta de’ cubi 
degli assi delle orbite da’ rispettivi corpi 
descritte , ed inversa de’ quadrati de’ loro 
tempi periodici. ‘ , • '< 

> * - , j 

Abbiamo infatti (3o8) F = ; onde 

! ' ■ * . », 


(3rn) m = . , . 

gf T 4 

3ra. Proposizione V. Determinare il moto 
d’ un corpo attratto da due centri immobili . 

Siano R , S le forze traenti rispettivamen- 
te ai due cèntri,* ed r, s i raggi vettori 
che dai due centri si conducono al luogo 
ove trovasi il corpo . Prendo nel primo cen- 
tro l'origine delle coordinate; e siano a } b t C 
le coordinate del secondo centro, x, y , z 
quelle del eorpo. Risolvendo le forze R } 3 
giusta le tre coordinate, nascono dalla pri- 
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' Rx Ry \ Rz „ 

ma le fòrze «— , — - » — — > e dalla 

r r r 

. * - •_ ' a y — b 

seconda le forze — S . — — — , — 5 . — • — , 

‘ * 3 

2T - > C 

*- 5 . . Onde dvremo, come prima (a 83 ) 

le tre equazioni ■> ' 

, ddx Rx S(x-~ci) 

= o ' ' 


dt l 

r s 

ddy 

Ry. . — 

%/r Ir 

,r 1 . s 

ddz 1 
—7~r~ •+■ 

Rz S(z-c) 
1 - 


— o 

t. •> 

= o 


• cu r s 

« ' ' v 

E qui sarà r* =r t* -i- j’ -i- z' ; ed “ 
s‘ — r » — 2 (ax-t- b v -+• c z) a* -t- 6* -t-c*. 

3 i 3 - Corali • /. Se trasformiamo queste tre 
equrfeioni, come sopra si fece (289) è facile 
il- vedere che proverranno le stesse trasfor- 
mate d’ allora, coll’ appunta de' Termini do- 
vili i alla forza S. I quali germini da aggiun- 
gersi alle. tre equazioni (289) facilmente si 
vede che saranno 

1 • • » 

S / ax-c-by-^ cz\ 
r ~) 


Per la prima 


■l . • 

( ax- 


Per la seconda — (ay — bx) 

A ^ t 1 . 

• S axz-*-b va — ca^ — -cy* 

Ver la terza . — — ,-r — r \ — 

l /(x’+y') < ■' 


c 


/ «CINTA V , àot . 

>i 314. Caroli. II. Ora mutiamcf le coordina- 
te come prima (290^ ponendo 
xszrcos.pcoi.(] ; y=z r sia, p cos. q ; Zzzrùa,q 
E per veder meglio quel che diventino le 
equazioni (M) coll*' aggiunta dei termini ppq- 
anzi notati (3i3), osserviamo essere 

m. •; 

( dx\ — xz 

E quindi ’ 

.*(-) — 

ld 


I d J x 

1=-* ■ 1 

f-V 

\ dr i 


[drf 

? 

I=* 5 , \ 

fdz\ 

M 

(f) 


fri 

w 

| /(x'Ht-y J ' 

W 


¥ 

'9 \ 


a x -i-by •+■ c z 


b x 


W-r 

;z -+- b y z — ex* — cy * 


td s\ _ axi 

W" . 


1 / (**-•- y') 


Onde si vede che all’ equazioni ( M ) dell’ art. 
290. si dovranno aggiungere rispettivamente 

i termini S (£■) , i , S . 

3 1 5. Corali. III. Se il mobile fosse attrat- 
to da tre centri » o da più , serviranno an- 
fora v le stesse equazioni, coll' aggiungervi 
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pel terzo cefitro , e per ciascuno degli altri 
de' termini analoghi a quelli che vi si sono 
aggiunti pel secondo . E così se vi fosse uu 
terzo centro attraente Colla (orza V , chia- 
mando u il raggio vettore che da questo ter- 
zo centro si conduce al mobile, dovranno 
accrescersi all’ equazioni (il/) in grazia di 

questo centro . i termini V ^ ’ 

V rispettivamente. ” . 


3 t 0 . Caroli. IV. Ritornando al caso di dite 
soli centri', avvertirò che le equazioni rie- 
scon più semplici, quando si prenda per 
àsse delle z } la retta che congipnge i 
due centri. Sarà allora a = ò = o; e quindi 


Pi)- 


ro. E basterà alla prima delle equa- 


zioni (SI) accrescere il termine — (r— csin.7), 

/ . _ ' - 

fi * ^ 

ed alla terza il termine — — creo», a. 

s 1 

. • • » 

317. Coroll. V. Otterremo ancor maggiore 
facilità , allorquando la traiettoria descritta 
dal mobile giaccia tutta nello stesso piano. 
Il che avverrà se la direzione della proie- 
zione iniziale sia in quello stesso piano in 
cui sono i due centri. Allora potremo fare 
9 = 0, dq z=z o ; e le equazioni si riducono 


a queste due 
dd r — rdp‘ 


df 
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d.r‘ dp 
di' 



Delle quali la seconda è 1’ istessa che si tro- 
vò aU'ait. 291 , e e' integra allo. stesso mo- 
do. Ma non si può proceder più innan- 
zi , senza ricorrere a metodi d’approssima- 
zione. 

3 t 8 . Pioposizione VI. Determinare il moto 
di due corpi clic scambievolmente si attrag- 
gono . 

. Si attraggano i corpi con forza R } e sia- 
no M ed rn le loro masse. Pteso per origi- 
ne un punto fisso qualunque , siano X , Y 
le coordinate della massa M, o del suo 
centro di gravità; ed X+x, Y-*-y t Z-*-z 
quelle della massa m. Sia finalmente r la 
distanza delle due masse fra loro ; onde 
r* — x' ■+■ j * 4 - z* • ' 

Poiché eiascun elemento della massa m 
esercita sul corpo M l’attrazione R , sarà 
m R là forza onde questo corpo è sollecita- 
to ; la qual forza risolvendosi in tre giusta 
le direzioni delle coordinare, dà le tre for- 


ni R x m R y m R z 

ze , - , . Quindi avremo 

r r r 

#• 

(118) pel moto del corpo M queste tre e- 
quazioni 


ao4 

ddX 

dt' 

< P ) 


Sezione 

m R x dd Y 

= o; 


m /? 


r 

d d Z 
d l‘ 


di' 
m R z 




sr o 


Similmente la forza acceleratrice che sol- 
leciti il corpo m , sarà = M R ; e questa 
darà secondo la tre coordinate le tre forze 


»-MRx — M R y -~MRz 


. Onde avremo 


r r • , r 

pel moto del Corpo m le tre equazioni 
dd(X-t-x) M Rx dd{ ) MR 

dt % 

<Q) 


MRx dd{ Y+y ) MK y 

— , — = o ; ; — — -l L : 

r Ut 1 r . 


dd(Z-ihz') MRz 
dd -° 

Con queste sei equazioni si determina il mo- 
to de’ due corpi . - 

319. Corali. I. Dalle equazioni ( Q ) si sot" 
traggano l’ equazioni (P) ciascjina da ciascu* 
na , e si avrà 

ddx /*r \ Rx ddy . tfy 

_ ■+* (M+m) — 2=0, — - (jlUm) -L =* o 


(T) ^ + o 

dt' r ' 

Queste equazioni determinano il moto rela- 
tivo del corpo m rispetto di M\ poiché non 
contengon altre variabili, se non che x ,y, z 
che sono appunto le coordinate di m riferi- 
te al punto M . 
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Ora le suddette equazioni sono della «e*, 
sa forma di quelle <2i>8) die determinano il 
movimento d’ un corpo attratto da un centro 
Stabile . Dunque il ‘corpo m cosi per appun- 
to si muove attorno il corpo M , come se 
questo fosse Immobile*, e lo attraesse con 
forza espressa da R , ò sia propor- 

zionale alla somma delle due masse. Girerà 
pertanto attorno, il medesimo, descrivendo 
ur^l sezion conica; ed abbiamo veduto come 
questa possa determinarsi e costruirsi , e 
come ad ogni istante di tempo possa cono- 
scersi il valore delle coordinate x , y , z che 
fissano la posizione del corpo m relativa- 
mente ad M . , , . 

3 20 . Coroll. II. Le equazioni (7) molti- . 
plicate per m , si sommino colle equazioni 
(P) moltiplicate per A I m 3 ciascuna con 
ciascuna , e verrà . . , 

ddX mddx * ddY mddy 


idz 

(M-t-m) r -r~ 


mddz 


dt l ' di' 

ende integrando 

V.l ' >1 M 

(M -+- m) X-+. m x~a + b t 
Y + myzza’ + b’t 
(J/+m) Z *♦- m tra" -t-b n t 
essendo a , b ee. costanti arbitrarie. 

Conoscendosi pertanto ad ogni istante di 
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tempo (3*9) i valori di'*, y , z , conosce- 
remo quelli di X , Y , Z ; e (juindi ancora 
quelli di X-*-x , y -+-_)■ , Z ■+■ z. E così ol- 
tre *1 moto relativo del corpo m attorno di 
M , verremo a conoscere i movimenti asso- 
luti d’ entrambi i corp*i nello spazio. 

3at. Coroll. III. Se la massa m è piccio- 
lissima in confronto «Iella M , le tre equa- 
zioni precedenti si riducono a queste 
MX~a-t-bt\ MY =za' -t-b't ; MZ =-=«" 

Onde si vede che la grande massa 31 o «ta- 
ra ferma, o non avrà se non quel movi- 
mento uniforme c rettilineo che può nascere 
dall'impulso iniziale che per avventura’ le 
fosse impresso. Pertanto la picciola massa non 
potrà colla sua attrazione comunicare alcun 
moto osservabile alla massa M, attorno alla 
quale corne a centro -stabile , seguirà rivol- 
gendosi . 

322. Coroll. IV. Se la forza attraente è 
reciprocamente proporzionale al quadrato 

F 

della distanza , faremo i? =r — ,-ed anche 

j 

potremo farlo =: — , prendendo per unità 

la costante F . Il che non apporterà veruno 
imbarazzo, quando occorra richiamare a mi- 
sure assolute il risultato de' calcoli , cs~ 
sendosi già mostrato (3iG) qual, sia il valore 
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assoluto della F nell' ipotesi Netitoniana , e 
potendosi colla medesima traccia rinvenirla 
in ogni altra ipotesi. 

32.3. Proposizione V II. Determinare il moto 
di tre corpi che scambievolmente si attraggo- 
no con forza proporzionale alla massa traente, 
e reciprocamente al quadrato della distanza. 

Siano le masse de’ tre corpi M , m , m’ ; 
ed X, Y, Zie coordinate del primp X+x, 
Y +.Tj Z-*-z quelle del secondo» X+x' , 
Y +•?•» Z + i' quelle del terzo. E sia r la 
distanza fra corpi M ed ni ; s la distanza 
fra M ed m' ; u la distanza fra m ed m' . 
E così sarà ; >*— s'*f 

Consideriamo da prima le forze die solle- 
citano il corpo M. Questo sarà tratto verso 
r rti 

m con torza — , e verso m' con forza — . 

r * j» 

Le quali forze agenti nella direzione de’ ris- 
pettivi raggi r , s si dovranno ridurre al mo- 
do solito, risolvendo ciascuna in tre secon- 


<«) 


el corpo 

M le 

equazioni 

ddX 

m x 

m' x' 

d t * 

~~P~ 


ddY 

my 

m'y 

di' 

~ T 1 

s> 

ddZ 

m z 

tu' z' 

di' ' 

~~r r 

~ = ( 


o 
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Riguardiamo in secondò luogo il corpo m 
tratto dagli altri due -W ed m' colle forze 

— . — . E riducemlo queste forze alle di- 
1 r u 

lezioni delle coordinate, avremo pel corpo m 
M,x to ' (4,' — x ) 


dt‘ 


— o 


dd(Y-t-y) My. m' (y*'~*y)" 

(») ...- F =0 ; 

dd(Z-t-z) Mz to' ( a' — z) . ? 


d £* 


u 


finalmente, il corpo to' sollecitato dalle 
M tri ■ ‘ . ■ 

attrazioni — — , ~ ne somministra collo stes- 
so metodo le tre equazioni 


(0 


; dd(x^x') 

Mr.' 

111 ( x' — . x) 

dt‘ 

V 1 * 

u* 

dd(Y:. 4-3') 

My' 

to(/ — jr) 

d t % 


- il* 

* d dii -+- z') 

Mz • 

rn (z' — z) 


i \ 

=r O 


■r 

.A 


J 1 U‘ 

Queste nove equazioni rappresentatìo il 
moto de’ tre corpi . 

324.. Corali. I. Dalle tre equazioni (b), si 
sottraggano le equazioni (a) una per una ; ® 
ne usciranno queste s ’ 
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ddx . X , ,/ t' a' x\ 

dz* v V ls\ 1 u J ifj 

i^Mir+n,) ij=o 

E similmente combinando le equazioni (c) 
colle (o) ne avremo 

cM.r' . „ ,.x' (X X 

di' v lr J u* u'J 

te) ^»*W ? - f, - J) =0 

ìì£- -*<»-«-'» ■) j, -h /n(Ì - £ --,)=» 

Queste sei equazioni così ridotte alle sole 
variabili i,;, j'. le quali di- 

segnano le coordinate de' corpi m ed ni' 
riferite al punto M , determinano il moto 
relativo de’ suddetti due corpi attorno il 
corpo SI , considerato come immobile. Ma 
il risolvere queste equazioni è ben altra ope- 
ra da quel che fosse il risolvere le analoghe 
equazioni ( T ) che appartengono al caso dì 
due soli corpi. Nell’ applicazione che se ne 
fa al Sistema Planetario intervengono parti- 
colari circostanze , che danno luogo a scio- 
gliere il Problema per approssimazione . 

H 
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325. Coroll. ITI. Che 6e potessimo dalla 
risoluzione delle equazioni (/) (t) ottenere 
a ciascun istante di tempo i valori deHe 
x , y , z , x' , y' , z' e così conoscere il mo- 
to relativo de’ due corpi in , m' attorno di 
M, conosceremmo poi facilmente anche il 
moto assoluto di tutti i tre i corpi nello 
spazio, procedendo come (3zt) nel Problema 
precedente . * 

Poiché si moltiplichino le equazioni (a) per 
M ■+• m m' , le equazioni (/) pef m > le 
equazioni (g) per m' ; e così moltiplicate, 
si sommino ciascuna con ciascuna ; e ne verrà 


(M -+- m -+• m') 


ddX mddx m'ddx' 


de 1 

, ,, ddY mddy ni'ddy' 


de 


de 

l’da 

~de 




{M. 


■ m 


ddZ mddz m'ddz' 

■ to') — 1 — 1 — — — c 


di' 


de 


de 


ed integrando 

(3f - *- m m’) Y -Hlftjr-4- m' y’ — a’ -+-6'f 


(M+ m 4 - m'>) Z ■+■ m z m’ z' — a" -h b" t 

onde avremo per ciascuno istante il luogo 
de’ 'tre corpi . ■ • » 

3a6. Proposizione Vili. Determinare il 
moto d’ un sistema di corpi quanti si vo- 
gliono , traenti*! 1’ un jf altro in ragion delle 


QUINTA . 


au 


masse , ad inversa de’ quadrati delle dis- 
tanze . • 

' • 

Sebbene il progresso indicato nel prece- 
dente Problema per tre corpi possa agevol- 
mente estendersi a quanti corpi si vogliono , 
pure non sarà inutile rimetter sott’ occhio 
nella forma più semplice le bquazioni dif" 
ferenziali del Problema per qualunque nu- 
mero d* masse aumentisi. 

Siano dunque rii , ni' , m" cc. queste nia9- 
sfc , ed x, y , z; x' , y' , z' cc- le loro coor- 
dinate. ^E sia r la distanza fra le masse m 
ed to'; S la distanza fra m ed ni" ; u la di- 
stanza fra to' ed ec. Onde sarà 

r* = (x' — x)’ -+- (/ — yY — z)> 

j* = (x" — xf -+- (/'— )-)■ -+- (z" — zY 
u * = (x"-V/ (y"-y’)' •+■ 

Consideriamo da prima la massa m tirata 
dalle altre masse, ni' , ni" ec. colle forze 

* * ' i . 

HL , — ec. Ciascheduna di queste forze si 
r* ■» 

risolva in tre, giusta le tre coordinate. 


L’ attrazione — produrrà secondo le a* ima 

? , ‘ ' 

' ' TO to' 

to ' x'—v to ' hi r\ \ l m r \ 

~ ? ’ r ' ~ Vdx/r^ m \ d. x ) 


Similmente la seconda attrazione 


m" , 

_ prò- 


aia 


Sizton* 


A. 


m m l 


durrà secondo le x una forza ~~ f— - ì: 

' . ni \ d x . / 

. 

« così le altre . Quindi se porrò 


Q = 


m in’ m m 


m* m' 


• ec. 


rsu 
vedesi che il complesso delle attrazioni de’ 
corpi to' , to'' ec. esercita sulla massa m una 

forza £‘ usta 1* direzione delle x. 

Allo stesso modo le forze traenti la massa 

m giusta le y e le >z si troveranno — , 

*• r« \ d yJ 

Quindi avremo pel moto del cor- 
po m queste tre equazioni ì - 

mddx ( d Q\ m( tdy /dQ\ mddz / d Q\ 

di' di' ~ ydjy di' 

Pel corpo to' si troveranno nella stessa gui- 
sa le equazioni 

m’ddxf (dQ\ ni’ddy' (dQ\ rn'ddz' ( r JQ\ . 

dt \ dx J 1 dr ydyj' di' ~\ iz J 

e cosi per tutti gli altri. 

3ì7? CorolL I. Esaminando il valore di Q 
funzione delle distanze r, s, a ed i va- 
lori di r, s y u ec. funzioni delle coordinate 
x 3 y, z, x' ec. si veriticberù facilmente 
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«Mero 


+ ec. ro 


o sia 


' . , r . ' • 

S (^l) = 0 ‘ E cosi P>“e *• fj^ = 0, • 

;r : 

Ed ancora si troverà 

3a3. Corali. II. Posto ciò, ritorniamo alle 
equazioni differenziali del Problema (bit) e 
facciamo la somma di tutte quelle che con- 
tengono i differenz ; ali delle x , & x" eC. 
e così pure di quelle in y , y' , y" e c. e 
di quelle in z, z' , z" ec. Ed avremo 

mddz 

— o 


_ mddx _ rnddft 

S . — = o; S. — - -■ — o ; S. 

. d£* (/£* 


d£* 


onde integrando 

S . ni x = A -t- £ c •, S . m y = A’ -t- £' t 

S .mz = A" + B" c . 

Ora se chiamerò X,Y,Z le coordinate 

del centro di gravità del Cisterna , avrò 

— S.rnx v S.ray S,. mz 

JL — -5 — 1 1 — — ì A _ — — * 

S */» b,/7» S . i7l - 
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Sarà dunque *V '«• 

$ = a -t-bt ; y = a' Z =» a" ±b”t 

Onde appare che il < centro di gravità del 
sistema si moverà equabilmente in linea ret- 
ta , nè avranno parte alcuna nel slio moto 
le»attrazioni scambievoli del sistema. 

329 . Caroli. III. Le equazioni differenziali 
(3a6) in x, x' ec. si moltiplichino per y, y'ec. 
rispettivamente ; e le equazioni differenziali 
in y, y ec. si moltiplichino per — ar, — x’ 
<c. Cosi moltiplicate si sommino ; e la. som- 


ma darà S . m 
graudo 


yddx — xddy 

dt i V — °- 


Ed inte- 


' * d t 

E similmente combinando le equazioni in x 
con quelle iq z, e le equazioni in y con 
quelle in z > troveremo ; * . 

zdx-xdz = C ' -j 

■dt dt 

33o. Caroli. IF. Finalmente moltiplichia- 
mo le equazioni differenziali (326) in x , x' 
ec. per d x , d x' ec. e quelle in y , y’ ec. 
per d'y, dy' ec. e quelle in z , z' ec. per 
d z d z- ec. E gommandole avremo 


S.m- 


—C" 


S . m 


d xdd x ■+• dyd dz ■+■ d zddz 

di' 


= dQ 


«UINTA- • 

onde integrando 

dx* - ♦- djr* +-dz x 


ai5 


S • ro 


de' 


— Cost. -+- 2 Q 


33i. Scolio. Le sette equazioni integrali 
raccolte nei tre articoli precedenti sono 
quelle sole che sino ad ora si è potuto ri- 
cavare dalle equazioni differfenziali (3 j 6) • E 
manifesto che le prime tre (SaH) contengono 
ed esprimono il principio della conservazio- 
ne del moto del centro di graviti ; le se- 
guenti (329) il principio della conservazione 
delle aree ; e T ultima (33o) quello della 
conservazione delle forze 'vive . Quando il 
sistema è composto di due corpi soltanto , 
9 i arriva , come abbiano già veduto , a - de- 
terminar compiutamente il moto d' entram- 
bi . Ma tosto che i corpi sono tre , o più , 
non si può andare più innanzi senza il soc- 
corso delle approssimazioni . 


*t6 ; •* • 

SEZIONE SESTA ' ’* 

' /. - v V • 

Del Pendolo Idrometrico Comporto. 


332. Elementi d' Idraulica ( II. 
4*9) abbiamo promesso d’aggiungere alcune 
avvertenze riguardanti 1’ uso del Pendolo 
Idrometrico , e ( di spiegare distesamente il 
calcolo da farsi oude rilevare per via di 
«questo strumento la scala delle velocità e 
la portata in una proposta perpendicolare . 
A tal fine è d’ uopo rimettersi soli’ occhio 
1’ equazione (•£) che rappresenta (II. 425. 
426) 1’ equilibrio dell'asta sommersa nella 
corrente pel tratto a — m diviso in eguali 
intervalli 2 n , percorsi dall’ acqua con ver 
locità dovuta alle altezze s , s' , s" ec. e 
declinante dal perpendicolo coll’ angolo <p • 

333. Faremo per brevità 

ir r (±abq — a* -+■ m 1 ) sin.® 
. r = M 

2 > 2 cos. <P 

e F equazione (/:) moltiplicata per 2 n pren- 
derà questa forma (E') 

M-r=2h(in-^-n ) s-r-z«(f7j-f-3n) i '-+-2 n (m-h 5 n)s" ec. 

334. Sono tre le forze o^e sollecitano il 
pendolo. L’ una è il peso dell'asta, l’altra 
è la spinta verticale dell’ acqua contro la 
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porzione dell’ asta sommersa , da- terza è 4’ uy- 
to della corrente contro questa stessa por- 
zion sommersa. Richiedesi per l'equilibrio 
che la somma de’ momenti di queste tre 
forze risulti cgualj a zero, prendendo cia- 
scun momento col segno che gli appartiene. 
Ed appunto è facile il riconoscere come il 
primo membro defl’ equazione {E[) inchiude j. 
momenti delle due prime forze, ed il secondo 
membro rappresenta il momento deli’ ultima. 

Questo secondo membro è composto di lau- 
ti termini quanti sono gl’ intervalli dell as- 
ta che si suppongono investiti dalla corren- 
te con diverse velocità'. E perchè il mo- 
mento della percossa dell’ acqua varia da 
un intervallo all’ altro secondo tre elemen- 
ti, che sono la lunghezza de! tratto percos- 
so, la distanza del centro dell’ impulso dal 
centro del moto, e l’altezza dovuta alla ve- 
locità della corrente , perciò appalto ogni 
termine del secondo membro è il prodotto 
di tre fattori, che rappresentano, come è 
manifesto, questi tre diversi elementi. 

Osservate queste cose sulla composizione 
dell’equazione (E 1 ) rimarrà facilissimo l’ap- 
plicarla al caso che gl’ intervalli dell’ asta 
percossi dalla corrente con diverse velocità 
non fossero eguali in lunghezza . 

335. Ciò premesso , ecco la via da tenersi 
per cercare col pendolo le velocità d’ u na 
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proposta- perpendicolare . Collocato il centro 
di sospensione in modo che verticalmente 
sovrasti ad essa perpendicolare , vadasi di 
mallo in inano abbassando in guisa che da 
prima si tuffi sott’ acqup, l’ ultima divisióne 
dell’asta, indi la seguente, poi la terza, e 
così successivamente ad o^ni ripresa un quo- 
vo intervallo si nasconda sotto il pelo della 
corrente. Si noti ad ogni volta il corrispon- 
dente angolo <P . Dalla serie di questi angoli 
conosceremo il progresso delle velocità me- 
diante il calcolo seguente. • * 

■ 336. Siano le situazioni dell’asta ne’ con- 
secutivi abbassamenti (Ti*. 20 ) AG, AG, 
A G ec. così che da prima si trovi sott' ac- 
qua il tratto estremo G h , poscia il tratto 
doppio G k , indi il triplo Ci,, e così di 
mano in mano . Gli angoli di 'declinazione 
A , A , A fec. dal più alto venendo al più 
basso si distinguano colle lettere <p s Q' 3 <p" 
ec. e le lunghezze dell’ asta sporgenti fuor 
d’ acqua Ah, Ah, Ai ec. colle lettere n 
m' , m" ec. Pei termini G , G , G si con- 
ducano le orizzontali GM,QN,GO le 
quali nelle porzioni sommerse dell’ asta se- 
ghino gl’ intervalli hG\ k Q , /3 G ; i y . , y 5 , 
S C . Ognuno di questi intervalli s’ intenda 
diviso per mezzo ne' punti Q , R -, S ec. 
Mentre poi 1’ asta nel suo discendere viene 
successivamente investita dalle colonne d’ac- 
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qua sempre più Lasse B M , M'ff , N O ec . 
le velocità di Queste colonne siano rispetti-, 
vainente dovute alle altezze s , s' , s" éc. 

337. L’equilibrio dell* asta nelle successi- • 
ve posizioni AG, A G , A G 'CCi ne sonmii- 

pistrerà altrettante equazioni analoghe all’e- 

- qu azione (£') dell* art. 333. Si denoti colle 
lettere M’ , M" ec. quel che diventa la 
forinola M ponendo in luogo dt 6.^ di tn 
le lettere <P' , ec. m', m" ec. È manife- 
sto (334) che le equazioni sópradette saranno 

M =zhG. AQ. s * , ‘ 

M' = kp. AB. s + tlG. AS.s' 

M’ 1 = i y • AT. s ■+■ y 5 . AVI s' -t-SC. AX. s" 

*.v \ ' * *- 

* pesta solo che troviamo le espressioni ana- 
litiche delle linee hG , A Q , k /3 ec. 

338. Ora abbiamo BM = zn cos. , BN == 
4 ncos.$', BO=.(m cos.^'Yonde MNzzyi cos.?»' 
__. 2 nc 0 s.Cp, iVO,= 6 ncos.Cp"- 4 nco 8 .<P'. Quindi 

hG=in s 

2 n cos. Cj) ~ 4 „ cos. cos. P 

* a = l ^$ r1 ' 3 c «. 4 >' 

2 n cos. 4> ^ _ 4 n cos. <P'-an eoa- <» 

* y— ^7" *» y 5 — 


cos. <P’ 


cos. CJ/' 

Gn cos 4” cos. 
cos.Cp" 




* J 4 t . 

Saziens 

• & finalmente , • 

; j, 

AQ~m + n > • v - . ; . 

AR—ni' -+- t IS c !1:9. . AS — m' , eoa. <$ f +n cos.ft 

• • C08 ^' ; • - CO..Cj>' . 

Air ^cos.tp^cosft 

c°s.(p" , ; cos.?^ 

. , ; • \ ^ -V — m n • ^ Co » < P >, -*- a/ icog.<?> / 

coa.cp" 


33g. Per abbreviare si faccia 

2/ico8.C?> =^, ; _ •. . ■ n cos.<P -B 

4 « cos.4>' — ancos.Cj) =,4' ; in eo s .<J>' n c0s ( p 

(ih cos.ip ~-+ncoz.<P'=A" ; 3n cos.^'Van cos .<P'=:B" 


Le denominazioni del precedente articolo si 
scriveranno più brevemente così 


hG~ _JL_ *• 

cos. Q> 

. 

k0 = i t ; /3 C = —•'*'. ■ 

COS. (J> COS. <£>*' 

s A ^4' a»» 

y = “ — 77# * y 5 = ; J C = — — - 

cos.^) cos. cos. <p" 
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• B « 

t * 

AQ — m ■+■ 


COS. (p 


B 

f 

A B zz m' -i — - 

- ; A S = m' •+■ 

-, COS .(p 

\ 

JlT-in"i- B - 

AK=ni" + 


B' 


cos. <J>" 


cos. <£’ 
B> 


Ktl 


A X~ in" ■+• 


B" 


COS. ty' f 


340; Sostituiti qtìesti valori , le equazioni 
dell' art. 337 riescono 



341. Tante sono queste equazioni , quante 
le incognite s , s' 3 s" ec. Determinate que- 
ste , conosceremo le velocità della corrente 
negli strati B M, MN , NO c c. le qual; 
saranno [/ ag s , |/ 2 g i , j/2 g s" ec. E la 
portata della perpendicolare B M N O . • . ♦ 


/ 
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o sia la quantità dell’ acqua che in un mi- 
nuto secondo vi passa ,• sarà espressa dalla 
serie 

' A [/ìgs-¥-A'[/2gs'^.A”\/2gs'f-^ ec. ' 

842. Dichiarata sin qui la teoria del pen- 
dolo idrometrico, soggiungerò alcune avver- 
tenze concernenti il calcolo delle equazioni 
precedenti , ed il maneggio dello strumen- 
to . Quando si, adopera il pendolo al solo 
line di misurare la portata , si potrà arriva- 
re sin presso al fondo della perpendicolare 
da misurarsi , con tre o quattro Hnniersionì 
dell'asta tutt’al più, sommergendo ad ogni 
volta intervalli piuttosto largiti* purché com- 
prendano egoal numero di divisioni . Così le 
equazioni da calcolare si ponilo ridurre a 
tre o. quattro . Ridotte a si poco numero, 
il loro calcolo non è nè molto lungo , nè 
difiicile, attesa massime la speditezza còlla 
quale si formano i loro termini dalla serie 
degli angoli osservati <P , <J>* ec. 

343. Ma perchè la portata che da questo ' 
calcolo si ritrae, non è che un approssima- 
zione , ed un approssimazione tanto' più lar- 
ga qugnto meno immersioni si fanno, giove- 
rà prevedere se la portata che si calcola sia 
per riuscire troppo scarsa, o troppo abbon- 
dante. lo dico adunque, che se troveremo 
che le velocità calino andando dal pelo d’ac- 
qua verso il feudo , la poi tata che si calco- 
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la riuscirà alquanto minore del giusto ; e 
per lo contrario ,• se crescono, riuscirà al- 
quanto eccedente. , i- 

Infatti la formula della portata ( 3 <j.i) sup- 
pone che l / 2" s y 2 g s' ec. siano le ve- 
locità medie della corrente ne’ tratti B M , 
MN ec. Ma \/ ìgf non è veramente la 
velocità media del tratto li M . Essa òquel- 
la velocità che se fosse uniforme per tutto 
il Suddetto intervallo BM 3 produrrebbe la 
stessa declinazione del pendolo. 

Ora si supponga che le velocità decresca- 
no da B verso M . Gli urti dell’ acqua con- 
tro l'asta decresceranno da B in M in mag- 
gior proporzione clic non fanno le velocità , 
Vale a dire in proporzione de’ loro quadra- 
ti;, onde per avere una velocità uniforme 
che produca la stessa declinazione del .pen- 
dolo, converrà prendere una velocità minore 
che nou è la Velocità media . Sarà dunque 
-2 g s minore della velocità media del trat- 
to BM\,e cosi le altre; onde ec. • 

Ter lo contrario , crescendo le velocità da 
J 3 verso M , crescono anche le impressioni 
dell’acqua sui punti corrispondenti dell'asta, 
ma crescono con maggior proporzione ; on- 
de ridotto belletto loro ad un solo impulso 
procedente da una velocità uniforme , que- 
sta velocità uniforme riuscirà maggiore della 
velocità media . Dunque ec. 
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v Queste aberrazioni saranno tanto più leg- 
gere , quanto meno varieranno le velocità 
entro gl' intervalli BM , M N ec. e siccome 
per ordinario la degradazione delle velocità 
cassai lenta , così l'errore non potrà essere 
che picciqlissimo . 

”4+* Quando poi si adoperi il pendolo idio- 
m intrico 11' oggetto di riconoscere la legge 
o scala con cui degradano le velocità della 
corrente, allora converrà fare le immersfruri 
più spesse, sommergendo ad ogni volta brevi 
intervalli dell'asta, e si ar ranno. molte equa- 
zioni a calcolare, il qual calcolo riuscirebbe 
.veramente un po’ lungo se non fosse in 
pronto un modo di agevolarlo. .Riflettasi che 
in questo caso gli angoli Cp " ec. per 

ordinario cresceiarmo assai lentamente , co- 
sicché la differenza tra due arigoli consecu- 
tivi sarà ben piccola. Onde .si vede che d 
punti /3-, y, S ec. taglieranno a un di pres- 
so in parti eguali le lunghezze kG , iG ec. 
e coincideranno assai prossimamente eolie 
divisioni eguali dell’ asta . E le equazioni 
dell’ art. 3*o diventeranno 

M — 'J.n(rn -r- n)s 

M' =znn(ni' -*-3n)r' 


ovvero 
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ie quali si formano e si calcolano assai spe- 
ditamente. • 

< 3^5. Ciò per riguardo al calcolo . Or ve-? 
oendo alt' {Strumento medesimo, il punto pivi 
essenziale consiste nel regolare 11 peso spe- 
cifico dell 1 ' asta in modo che gli angoli di 
declinazione vengano i più grandi e visibili* 
che si possa , con- qtiesto pefò che mai non 
eccedano il limite di 3<v gradi , eziandio nel- 
le immersioni più ('profonde . Questò sj dissa 
altrove'! II. 427 ) -potersi ottenere -col servir- 
si per asta d’ una canna vota di latta, il di 
cui peso si accrescerebbe a' piacere , empien- 
do il vano della 'canna con migliarele di 

^40. Esplorata la velocità superficiale del- 
la corrente nel sitò ove ai vuol adoperare il 
pendolo , può trovarsi con breve calcolo 
quanto peso di pallina debba gettarsi nel 
vano della canna per ottenere la gravità 
specifica conveniente all’ esperimento . Chi 
amasse di veder questo calcolo nelle Memo- 
rie della Società Italiana Tom. XlV. pag. 1 65 
avverta esservi corso un errore nella formo- 
]a che determina il peso P della pallina da 
introdursi nel cavo. Il valore di P va molti- 

i5 
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plicato pel fattore *■// (i X) ommesso per 
inavvertenza . 

3 ^ 7 . Ma senz’altro calcolo, il più pronto 
partito è quello «li caricare la canna sul 
luogo stesso , e nel principio deli! esperien- 
za , collocando prima il centro di sospensio- 
ne in quella maggiore bassezza , a cui vo- 
gliamo portarlo , e poscia infondendo per di 
sopra nella canna altra ed altra- pallina di 
piombo , sin tanto che T angolo della decli- 
nazione si riduca al termine dei 3o gradì , 
o poco meno. Il che 6i giudica facilmente 
anche < ad occhio, non essendo quftstó un 
limite così preciso che abbisogni determinar- 
lo accuratamente . Così saremo certi d’ avere 
caricato il pendolo a, dovere. E senza più 
sollevando a poco a poco il centro di sos- 
pensione faremo successivamente emergere 
dall’ acqua , le divisioni equidistanti della 
canna , e notando ad ogni volta le declina- 
zioni del pendolo , avremo raccolto gli op- 
portuni dati pel calcolo . 

3/^8. 11 sostegno del pendolo può essere 
una robusta colonnetta di legno divisa in 
parti eguali , ed armata di forje punta di 
ferro, mediante la quale potrà piantarsi nel 
fondo dell’ alveo , e tenersi ritta vertical- 
mente . Sia la colonnetta abbracciata da una 
staffa quadra che possa scorrere su e giù 
per essa , e fermarsi a vite a qual altezza 
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si vuole . Sporga dalia' staffa una spranga 
orizzontale, lunga quanto più si può, ed 
inserita in goisa da poter trascorrere oriz- 
zontalmente e prolungarsi or dall’ una* or 
dall’altra parte» della colonnetta . Da un 
capo di questa spranga penda la canna del 
pemlolo unitavi a cerniera- in modo che al)- 
bia libertà di girare a seconda della corren- 
te. E l’altro braccio della spranga porti un 
equipondio mobile destinato ad equilibrare 
il peso della canna , affinchè la colonnetta 
non patisca alcuno sforzo tendente a rimo- 
verla dal sito verticale . 

349. Con questa semplicissima foggia di 
armatura abbiamo il vantaggio di potere con 
una sola stazione della colonnetta esplorare 
più d’ una perpendicolare della stessa sezio- 
ne, portando più e più in fuori pér mezzo 
della spranga mobile , V asta del pe'ndolo . 
Ne’ piccioli canali spesse volte verrà fatto 
di compiere la misura dell’ intera sezione 
con una stazion sola, o al più con due che 
si facciano l’una rimpetto all’altra in vi- 
cinanza delle dne five opposte. Nè vi sarà 
„ bisogno nè di gettare un popte , nè d’ acco- 
stare allo strumento una barri . E quando 
poi sia necessario ricorrere a questi ripie- 
ghi, sarà sempre un vantaggio il potersi 
estendere alle perpendicolari alquanto dis- 
coste dal ponte o dalla barca, ed esenti 
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dalle alterazioni che la vicinanza di questi 
ostacoli potrebbe indurre . 

35 1 >. Mentre poi sia coll’ abbassare , sia 
col’rialzare la staffa, le divisioni del pen- 
dolo si fanno venire una per volta a tocca- 
re il pelo dell’acqua, noi mediante le di- 
visioni della colonnetta conosceremo ad ogni 
volta 1’ altezza del centro di sospensione so- 
pra il pelo della corrente . E conosciuta que- 
sta , si ottien subito senza bisogno nò di 
quadrante, nè d’altro, il valore dell’ango- 
lo di declinazione , conforme altra volta si 
disse ( II. 429 ) . 

35 r. Prima di por termine a questa Sezio- 
ne , soggiungerò un avvertenza che riguarda 
un altro Strumento idrometrico , vale a dire 
il Tubo rii Pitot . Nel dichiarare 1 ’ uso di 
questo Strumento si disse (II. 418) doversi 
misura' re l’altezza dovuta alla velocità dall* 
alzamento dell’acqua nel tubo sopra il pelo 
della corrente. Qr questa regola non è ab- 
bastanza «sicura ; poiché- suppone che la pres-, 
sion posteriore sia eguale a quella, che vi 
farebbe P acqua stagnante , il che non è ve- 
ro a tutto rigore, essendo anzi tal pressio- 
ne posteriore ( II. 366 ) sempre alquanto piò 
piccola che non sarebbe sé 1’ acqua rista- 
gnasse. Quindi la velocità misurata coll’ an- 
netta regola potrà riuscire troppo scarsa. 

Staremo sul sicuro , tenendoci al metodo 
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suggerito ilei seguente art. 419, il qual è di 
voltar prima il tubo colla bocca a seconda 
della corrente , e poi rivolgerlo alla parte 
opposta. L' alzamento della colonna d’acqua 
nel tubo da una volta all' altra, sarà l'al- 
tezza dovuta alla velocità . Oltre che quest' 
alzamento si osserva molto più facilmente, 
che non potrebbe farsi 1’ altezza delia colon- 
na nel tubo sopra il pelo della corrente , m 
esso poi ne dà 1’ immediata misura dell’ ec- 
cesso della pressione anteriore sopra la po- 
steriore , e perciò ( li. 35o ) deli' altezza do- 
vuta alla velocità .1 
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Di alcune Macchine Idrauliche . 


C A P. I. 

* - * 

,•* t c 

> Dell’ Ariete Idraulico . 

352. F' ra le Macchine elevatrici dell'ac- 
qua tiene distinto luogo per la singolarità 
del suo gioco l'Ariete idraulico, recente in- 
venzione del Sig. Montgoliier. Gli effetti di 
questa macchina non sono stati sino ad ora 
ridotti a precisa misura . Il Sig. Gav. Bru- 
naoci colia scorta del calcolo, e col con- 
fronto di diligenti sperienze si applica di 
presente a darne una completa Teoria , frut- 
to della quale sarà II predir giustamente 1’ 
effetto d’un dato Ariete, rassegnarne le più 
vantaggiose dimensioni, il perfezionarne la 
fabbrica, e il paragonarne il prodotto a quel- 
lo delle altre Macchine già conosciute. Noi 
frattanto non lascieremo desiderare agli Stu- 
diosi la descizione della macchina , ed una 
qualche spiegazione de’ curiosi fenomeni che 
essa ci mostra . 

353. A L ( Fig. 2 1 ) è una camera cilindri- 
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ca coi sovrincotnbe la campaua LQL. Nel 
fondo delia camera ha v vi un baco tondo RR 
munito della valvola E Che s' apre di sotto 
in su pér la pressione d’ una molla. Nel co- 
perchio dne vàlvolette H ,H aprono la co- 
municazione tra la 'camera e la campana „ 
Questa poi è attraversata dal tube Q Y > fo- 
rato in Y, ed aperto per di sopra in Q, 
ove’ congiungesi con un lungo tubo ascen- 
dente Q D . La camera riceve per fianco 1* 
acqua da un condotto LBA alimentato dal 
recipiente inesausto M B M . 

354 . 11 modo di mettere in azione la mac- 
china è come segue . Da principio si tiene 
chiusa la valvola E ; ed allora 1* acqua del 
tubo di condotta , riempiuto il vano della 
camera , aprendo le vàlvolette, penetra nella 
campana : ivi s’ inalza sopra del foro Y , sin 
tanto die la sua pressione si equilibri con 
quella dell’aria die si comprime verso la 
sommità della campana ; poi passando sem- 
pre per Y si solleva nel tubo Q D sino in 
M al livello del recipiente. Alleva si schiu- 
de a fòrza la valvola E , e la macchina si 
abbandona a se stessa . 

355. Non sì tosto è aperta la valvola, che 
Inacqua si rivolge all' ingiù , versandosi lar- 
gamente per lo sfondo R R v e in questo 
frattempo le vàlvolette H ; H si serrano, e 
y acqua «el tubo ascendente resta ferma in 
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M . Ma ben presto la valvola E si richiude 
da se stessa per la sola, forza della corrente; 
a misura che ella ricade, le Valvolette su- 
periori si riaprono ; tì nel momento ciré la 
valvola sf serra del tutto , battendo con forfè 
colpo il piano sottoposto , l' acqua nel tubo 
QD si solleva tutto in un tratto ad un al- 
tezza molto maggiore. di M .■ • 

Dopo brevissimo intervallo , la valvola E 
torna ad aprirsi da se per la pressione della 
molla ; onde L* acqua di nuovo si rovescia 
per R R , le valvolette si chiudono , « 1' ae- 
qna nel tubo montante si arresta .< Siccome 
poco dopo richiudendosi la valvola E , quel- 
le si riaprono, c l’acqua torna a montare 
nel tubo Q D . > 

356. Cosi ad ogni cplpo dell’ariete va l’ac- 
qua sempre più elevandosi' nel tubo verti- 
cale . Se la lunghezz’a di questo tubo è in- 
definita , ben tosto si arriva ad un limite 
d’altezza, come K , che più don si sorpas- 
sa, mentre per quanto prosegua a giocare 
la macchina , le valvolette H , H non si 
"riaprono più. Ma se un poco al di sotto di 
• questo limite apresi lo sfogo D , tendendo 
r acqua continuamente a ’ rialzarsi sopra il 
punto D per giungere in K , continuamente 
per lo sfogo stesso si versa . 

In tal guisa una porzione dell* acqua for- 
nita dal recipiente viene per 1’ Ariete solle- 
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vata ad un altezza molte volte maggiore di 
quella del recipiente stesso .-E dica una por- 
zione; giacché la massima parte dell'acqua 
versandosi per lo sfondo R fi si dissipa in 
pura perdita. ... ...... 

• 357. Se si rimove il tubo montante Q D , 

1 acqua zampilla dal lume Q a modo di 
getto . Da prima questo getto per pòco noti 
arriva al livello M\ nell' aprichi della val- 
vola fi si abbassa , ma nel serrarsi della me- 
desima sale tutto in un tratto, molto al di 
sopra di M. Riaprendosi la valvola, torna 
a calare, ma nel seguente colpo risale ad 
un altezza anche maggiore di prima . Di 
nuovo s’ abbassa , poi rimonta, sin tanto 
che dopo pochi colpi perviene all’ altezza 
massima K ; ed allora nell’ aprirsi della 
valvola si abbassa sempre , e nel suo ser- 
rarsi sempre si rinfranca alla medesima al- 
tezza . ’ • : . ■ 

358 . Facciamoci ora ad investigare le for- 
ze che sollevano la colonna dell’acqua nell’ 
Ariete. Non é punto difficile intendere come 
essa monti all'altezza M , quando è chiusa 
la valvola E . Da principio l’aequa che pe- 
netra per H , H si alza sopra il buco Y 91- 
no in F tanto che la pressione dell’aria con- 
densata alla cima della campana eguagli la 
pressione dell’ acqua in F. Allora quel' \ che 
di nuovo sopravviene passa per Y nel tuBo 
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spinta dalla pressione M F; e però dee ginn, 
gere sino in M ed ivi arrestarsi. 

Ora si forzi la valvola E , e si apra . Tutt. 
ta Inacqua del condotto volgendosi verso 
R R' t le valvolette II , H si chiudono , e 
reStan chiuse per qùanto dura lo sfogo per 
R R . In questo tempo i’ acqua del tubo non 
si moverà punto . 

3 Ó 9 . Ma questo 6tato di cose ha durata 
brevissima ; poiché ben tosto la violenza del 
corso che volta per R R richiude frettolosa- 
1 mente la valvola £, ed intercetta di subito 
tutta la corrente . Egli è allora che le val- 
volette superiori si riaprono , e moìt’ acqua 
é' intrude nella campana , la quale compri- 
mendo gagliardamente l’aria rinchiusavi, sol- 
lèva jn proporzione la colonna nel tubò as- 
scendente Q D . 

36o. Questo è il più singolare fenomeno 
dell’ Ariete . Ecco la spiegazione indicatane . 
da’ Chiarissimi Professori Pini . e Racagni (a). 
Tutta 1’ arqua che pel tubo di condotta ac- 
correva alla camera , fermata dal repentino 
ostacolo della valvola, perde subitamente 
tutto il suo moto e tutta la sua forza . Quin- * 
di essa agirà per ogni verso contro le pare- 
ti che la racchiudono , con una pressione 
eguale alla forza perduta . Ed infatti , se 

*(a) Società Italiana Tarn. X. Pari. II. 
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intendiamo rimosse queste pareti , ed in ve- 
ce toro sostituita una forza eguale e contra- 
ria alla pressione che l’acqua vi eserciterà, 
l’acqua dovrà fermarsi nè più nè meno; 
dunque questa reazion delle pareli dev’ esser 
tanta, quanta richiedesi ad estinguere tutto 
ad un tratto il moto della corrente. Dunque 
la pression dell’ acqua contro ogni punto 
delle pareti è eguale alla forza perduta dal T 
la massa dell’ acqua improvvisamente ferma- 
ta . Questa subitanea pressione è quella che 
caccia 1’ acqua con impeto entro la campa- 
na , onde poi consegue la compressione dell’ 
aria , e il sollevamento d$Ha colonna ascen- 
dente . 

36i. Non è perù da credere che l'altezza 
a cui si porterà la colonna per questo pri- 
mo colpo dell’ Ariete sia tanta quanta cor- - 
risponde alla pressione che abbiate detto . 
Poiché tal pressione dura brevissimo tempo , 
nè può spingere entro la campana se non 
tant’ acqua quanta in quel brevissimo tem- 
po può passare pei fori delle valvolette col- 
la velocità dovuta all’ eccesso di essa pres- 
sione sopra la pressione dell’ aria racchiusa 
nella campana. Quanto sarà il volume di 
quest’ acqua , .altrettanta sarà la condensazio- 
ne che ne seguirà nell’aria della campana, 
ed a questa risponderà colla debita propor- 
zione l’ innalzamento della colonna . * 
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36a. Spenta ' la velocità dalla corrente , 
cessa subito quella pression momentanea , 
le valvolette H , H ricadono, e la còlonna 
ascendente si lenita . Nella camera poi e nel 
tubo di condotta succede clic riaprendosi la 
valvola E per la forza della molla, l’acqua 
ripiglia corso verso R R , e ben tosto ac- 
celerandosi torna a spinger la valvola e a 
riservarla . Quindi un nuovo colpo dell’A- 
riete, accompagnato dalla stessa pressione di 
prima . E perchè il colpo precedente non 
aveva per anche ridotto (36r) 1’ aria della 
campana a quel grado di condensamento e 
di elasticità che fosse eguale a questa pres- 
sione , quest’aria non impedirà che lc^val- 
volette si rialzino, e- che nuova acqua a’ in- 
truda nella campana ; sebbene con velocità 
minore di prima , per essere óra minore la 
differenza fra la pressione suderta , e l’ ela- 
sticità dell’aria imprigionata. Questa nuova 
acqua comprimerà vieppiù 1’ aria , c solle- 
verà in proporzione la colonna . 

363. Continuando così il gioco dell’ Arie- 
te , avverrà in breve che l’elasticità dell’a- 
ria ristretta nella campana arrivi ad egua- 
gliare la pressione che nasce dall’ improvvi- 
so arresto della corrente inferiore . Allora la 
colonna eminente avrà aggiunta 3’ altezza 
massima K , misura di questa pressione , nè 
più si riapriranno le valvolette . Ma se la 
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colonna non potrà curi va re -all'. altezza K. 
mercè lo ' scarico interiore D , allora nel 
breve , intervallo che passa tra un colpo c 
l’altro dell Ariete, l’aria della campana si 
dilaterà alcun poro spingendo tuttavia fuori 
1' acqua per D , ed il colpo seguente potrà 
riaprire le vai voi® te H > H per dar pas- 
saggio a tant’ acqua , quanto importa la co- 
lonna DK. E cosi sarà continuato il fiosso 
dell' acqua per lo scaricatore . , , 

364 . Quando 1' acqua non s’ alza a modo 
di colonna, ma zampilla a guisa di' getto, 
lo stesso discorso ci rende palese la ragione 
perchè il getto da prima arrivi sin presso al 
livello M , poi si latria sempre più alto, 
lilialmente sorga sino in K. E qui negl’ in- . 
tervallé ne’ quali stanno chiuse le tvalvolet- 
te , 1’ aria interna sempre si dilata alcun po- 
co , e 1’ altezza del getto si va abbassando 
per rinfrancarsi poscia nel successivo colpo 
dell’ Ariete .. 

365- Dalla spiegazione testé adombrata si 
scorge che la ragion vera del maraviglioso 
effetto dell’Ariete è riposta in quella pres- 
sione che 1’ acqua esercita allorquando il 
suo corso viene subitaneamente intercetto, 
ed arrestato . Panni che questa pressione 
debba misurarsi dal prodotto della massa 
dell’ acqua corrente per la velocità coll.» 
quale essa correva , e che rimane di subito 
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spenta . Ed ecco la ragioae per la quale in 
pari circostanze E effetto dell’ Ariete è mag-* 
giore quando è più lungo il' tubo di con- 
dotta , e maggiore- 1* altezza del recipiente ; 
perchè la lunghezza del tubo accresce la 
massa della corrente, e 1’ altezza del reci- 
piente ue accresce la ve^>cità • E per que- 
sto nuoce all’effètto dell’ Ariete la troppa 
* ristrettezza dell’ apertura R R ; perchè allora 
la velocità della corrente entro il tubo ri- 
mane troppo piccola . Nuoce ancora se la 
valvola E o pel soverchio suo peso, o per 
la fiacchezza della molla troppo presto si 
serri; perchè l’acqua del condotto non avrà 
tempo di concepire tutta quella velocità • 
della quale sarebbe capace . 

366. Del resto non è 1’ Ariete la sola mac- 
china nella quale si scorgano gli effetti di 
quella pressione che improvvisa emerge dall’ 
improvviso fermarsi del corso dell’ acqua . 
Certamente non ad altra cagione devesi at- 
’^lribuire il salto iniziale de’ getti d’ acqaa , 
fenomeno osservato dal de la Hire , da Da- 
. niello Bemolli , dall’ Ab. Eossut . Accade as- 
jsai volte che nell’ aprirsi la chiave d' un 
getto, il primo spruzzo 6alga ad un altezza 
molto maggiore del recipiente , sebbene poi 
tosto si rimetta all’ altezza regolare . Ora se 
avvertiremo bene , si troverà che questo fe- 
nomeno accade allor quando E acqua per 
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lina cagione qualsiasi deve scorrere un tr^t- ' ' { 

to pef il tubo di condotta prima di arrivare , « 

alla piastra oV’ è aperto il foreilino del get- 
to, dalla quale piastra trovandosi tutto in 

un colpo arrestata , esercita quella pressione 
che spinge il getto a straordinaria altezza. • 

367 . Parmi per conseguenza che abbiano 
il torto quegli Scrittori d’ Idraulica eh» at- 
tribuirono questo salto iniziale de’ getti all’ 
azione dell’ aria , come a cagione immedia- 
ta . L’ aria non ha parte alcuna nel fenome- • • 1 . 

no, se non forse accidentale ; come se per 
esempio l’aggruppamento dell’ aria fosse des- 
so la cagione che tien lontana la superfìcie 
dell'acqua dalla piastra, onde quella super- 
ficie sia obbligata a scorrere per qualche 
tratto prima di arrivarvi. E già Io stesso 
Bernulli (a) avea bene avvertito che il le- 

r . 

nomeno avviene ancor quando 1’ aria non 
può in verun modo incolparsene . 

36il. Parmi ancora doversi corrèggere la 
tracia che tengono i suddetti Autori per cal- 
colare l'altezza a cui salterà il getto. Cercano 
la velocità che avrà l'acqua del tubo giun- 
gendo alla piastra ; accrescono poi quella 
velocità nella proporzione dell'area del loro 
all'area della sezione del tubo-, jb , tale , di- 
cono essi , sarà la velocità del salto . Ma 


(o) fljrdTodyn. pag. 60. 
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in primo luogo non 'si vede il perchè quel- 
la velocità debba subitamente accréscersi 
nell’ indicata proporzione . In secondo luogo 
con questo calcolo non si tiene alcun conto 
della massa dell’ acqua arrestata , che cer- 
tamente quanto è maggiore .tanto più ele- 
vato si spiccherà il salto, come la 1 ragione 
e Esperienza concordemente ci mostrano. 


*<v * 


cap. ir. 


Della Coclea d’ Archimede . 


L. 




369. J_Ji Coclea d’ Archimede è un cilin- 
dro artorno cui serpeggia un tubo spirale 
curvato in elice ( I. 5(>5 ) e terminato ne’ 
punti coi rispondenti delle basi opposte* Si 
pone l’as-c del cilindro inclinato all’ oriz- 
zonte , e si ferma in tal sito che la sua base 
peschi ma non del tutto , nell’ acqua . 
Por si rivolge il cilindro sopra il suo asse 
con tal direzione che il buco inferiore del 
tubo imbocchi per di sopra la superiicie dell’ 
acqua . Proseguendo il giro equabilmente , 
]’ acqua si va innalzando nei tubo spiale * 
c sormonta alla cima uscendo fuori pel buco 
supcriore . 

370. Non è difficile il formar concetto del 
modo con cui l’ acqua s’ innalza in questa 
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marrbìna . Intmrrso i> foro del tubo, la «pi- 
ra nel voltarsi riceve -una .wVreìohd tJeH'ab- 
qtla che ri entra , ed ivi t?«mte pet nii pia- 
no inclinato distende-, etnpiemlo U piiV 1 ifc- 
s» pane della spira . i>ief si questa» parte- .do- 
to contorsione «It i 

ciliubuf, l’arco idiofóto emerge , dal divelto 
del reoipientevseob' intendo -1’ acqua t inehiu- 
savi , la quale v se«*tK» tuttavia discendendo 
]m I piopuo j)c»o-Yeiso h ■parte opposta alfa 
direzione del movimento del .lilifuho, e co- 
si va scostandosi dalhi-»spir3'ihfevidrc . Qué- 
sta intanto seguendo il gito def cjlrudro tor- 
na ad imtncrpt-Tsi colettò fòri»-, e torna a 
riempiere l'arco idròforo , cd rt Ì<vitev;rrne 
r aequa .‘QueA^aerpia oon’ptiò ptft rag^tuv- 
per lacrima;' che ln‘ questo fm/tenqro, si ’è 
avarierà per te s^irc dcH’eTicetfìiuane fra 
]<?- due urto Strato- ò’aiifl, introdottasi nel 
tempo che il loro -del tubo rimase fuor d’ac- 
qua . Còsi perpetuandosi il giro, altre ed 
altre correnti d’arqua si vanno succedendo 
con l' interposizione d’altrettanti tratti ae- 
rri. E queste giungendo l’una dopo l'altra 
alla cima, si scaricano con getto iuter mitten- 
te; foto, superiore . ' t ."■< .'■*/ 

.■Di qui si vede che l’acqua nel tubo spi- 
galo oontinuaniemte discende pel proprio p«- 
«oi e continuamente è sollevata pel moto 
cuiit tarlo del cilindro; ed intanto sormonta., 

16 
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in quinto che In ciascuna rivoluzione 1’ alr 
tezzn della salita supera quella delia (lisce,- 
sa. Ma veughiamo a dichiarare più panica- 
larinente le aifezioni dipendenti dalla torma 
e dalle dimensioni della macchina . » . 

371 . Proposizione /. Trovare l'equazione 
dell’ elice •• . 

Sia A y B ( Fig. ga) la base del cilindro , U 
di Cui raggio == 1 . Da un puntò qualunque 
M dell' elice tondupasi M Q normale alla , 
base, e da Q si conduca QP dormale al 
di lei diametro A B . Sia fatto A P = x t 
P Q =* y > QM — z j 1 ' arco doh circolo 
4 Q s t 1' arcq dell’ elice A M = Z . Prima 
per la natura del circolo avremo fra x ed 
% y P equazione y‘ ess a x x’ . Poi per la s 
genesi e la natura dell’ elice ( I. 565 ) se 
chiameremo i- l’ inclinaziojpe costante afeli' e- 
lice ai piano della base del cilindro, avre- 
mo ds tang. f,, onde z — s tang. { . 

Queste due equazioni rappresentauo la dop- 
pia curvatdra dell’ elice. , ' . 

‘ 37 x.' Coi ollario . Avremo ancora per la 

natura dell’ elice / pr * sec. £ . Onde si vede 
che la rettificazione dell’ elice dipende da 
quella del circolo , e che nn ardo qnahins- 
que della spira A I h f ha una ragion costan- 
te all’arco della periferia della base che gU 
sta sotto. Fatto s ss 2 » avremo Zeta* sec, 5 
lunghezza dell' intera spira AIR. 
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373. Proposixionè IL Determinare T alte*. . ' ' < 

*a d'uri punto qualunque M deli' elice sopra 

V orizzonte . ; - - . v . 

Sia coudotto per £ il piano orizzontale 
TP , e sia 1 ’ angolo A R T ~ £ , cìh-. mùsu» 

'fa I* elevazione della base della Coclea sopra 
]’ orizzonte , o la declinazione del suo asse 
dalia verticale. Cercherò i',al'<<n» del pui>- 
to A I sopra il piano orizzontale TP. 

Segnisi per M A cerchio CMD paracelo 
alla ba«e, e si compia, il rettangolo AIQPR. 

Dai punti P , R si calino le verticali P T , 
li P / .e da P si stenda l’ orizzontale PS. , ' 

Sarà r angolo P R S = A R T = £\ La PT 
altezza del punto P non meno die del pon- 
to Q sopra l’orizzonte 7 P , sarà zz.Pìi sin. Etz 
(2 — .r) sio. £\ e la RV altezza del punto R 
non itìeno che del punto Af sopra lo stesso 
orizzonte TV, sarà z=RS-*-SP — RP cos. E~t~ 

P£ siri. £ sr z cos. £ -t- (2 — a,-) sin. £ . Il che 
si cercava.- -' „ • : 

374. Caroli. I. E perché (371) zrrrr tang. ?, 
ed A P ò il seno véréo dell’ arco A Ò . onde 
x ~ 1 — cos. i , avremo anche per rappre- 
sentare 1’ altezza del ponto M sopra 1* oriz- 
zonte , quest’ altra espressione 

* tang. ? cos. E **. ( 1 co», a) sin. E . 

375. Caroli. II. Differenziando' questa for- 
inola, ed eguagliando a zero il differenzia» 
le , avrò 
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]a qoal equazione ci additataci punti dove 
V ahefcza della «pira sopra !' orizzonto diven- 
ta m&ssidirt'ò» mirVìrrìa v Questi punti general- 
mente parlando son due c Perche '#e iè l’at* 

co clie Ita. per seno ’ soduiblaraono 

all’ equazione, del massimo 1 due archi se-, 
gucnti svfiy 5- I*‘ primo di que- 
sti archi appartiene al pittato . dove 1 al- 
tezza è roàsfiina ; il secondò .al punto G , 

dove essa è mijuìBa • , - , , 

3 7 <Y. Corali IIA Se la Coclea fosse eretta 
IA guisa clic divenisse ? = E , avrebbe s un 

valor solo s = ■— ir il- qual corrisponde al 

punto di mezzo della semispira anteriore di. 
Ma questo valore; non indicherebbe nè uo 
tiiassiuio, nè un minimo, come dal solito cri- 
terio si può facilmente raccogliere • Esso de- 
noterebbe soltanto il punto di flesso,*!» quest 
arco dell’ elice , il qyalc infatti è pér metà 
concavo, e per, 1 ’ altra metà convessa, verso 

la base -• . ' ; .. v • 

377. Corolh IV. Se la; Coclea fosse anche 

piu eretta, onde divenisse % > E , ambedue 
i valori di .r diverrebbero immaginari^ e per 
r intera spira A I li l’altezza de suor punti 
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sopra 1 ’ orizzonta andrebbe continuamente 
crescendo", i ’ 

S78- Proposizione. III. Nella ^pira All t 
determinarc i* aero idroforo.' 1 ~ * 

PVr ri punto' E f-Fig. 23 ) a cut cor - 11 
risponde \ : altezza massima sopra F orizzonte 4 
si cohdnra il piatto orizzontale Ee. L’arco 
E Ge ihferitìre'- a ' questo piano sarà desso 
l’arco idroforo. “ ; ' ** ; “ 

* Ed irffirttl è chiaro noti' potérsi in nna rU 
Voluzione del ci li od 1 o riértrpir d’ actpia se 
non appunto tjuesta' porzione E Ce *, mentre 
sp vé n’ entrasse dr pi fi , 'essa So'rmontandò 
fa schiena E ricadérebbe , e tornerebbe’ ad 
bscir fuori per 1 ’ apertura inferiori. ' 

- 379 - Corollario . Per misurar la lunghezza 
eli quest'arco idròforo', fa d* uòpo cercare it 
punto e che sta a livello con E'. 'Sia l’ar- 
co circolare che a quel punto corrisponde 
A E n “ ?r •+* X , siccome l’ arco circolare che 
corrisponde al punto Sèi 1 arco 'ANzzi. 
Sarà dunque l'altezza dèi punto e sopra l’o* 
fizzonte T V (£74) 

-(ir -*• X) tamg. f co». E- 4 ~ (r — ros. X) sin. E 
avvertendo essere co»- (>r -^X) — — cos. X. 
Egnaglfandb quest'altezza a quella «lei pun- 
to E , la qual è 

i tang. ? cbs. E -t- (t -+-cos. i) sin. E 
avrò per determinare 1’ arco X 1 equazioa 
trascendente • • 



&4Ó 

eos. X — A r 


Sezior* 

ta°g = _i) tan iJ. - co*: ir 

tang. i* taug. Ì , . 


•vvero * > • . v 

cos. X+ Xsin. * = (* — ») ft'o- i—coH * 
Trovato l’arco X per mezzo di questa e- 
quazionc , avremo V arco circolare N Bn sot- 
teso all* arco idroforo, che sarà = ^ 

E sarà la lungliezza dell’arco idroforo stesso 
EGc ( 372 ) ;r(*-*-X-t)sec. ?. 

380. Proposizione IV, Determinare la por- 
tata della Coclea» , 

La lunghezza dell’ arco idroforo determina 

la portata della Coclea . Poiché a ciascun 

giro taot’ acqua si scarica dalla bocca cupe- > 
fiore quanta capè in un £rc.o idroforo . ^li* 
surando adunque la lunghezza di , quest ar- 
eo, come pocanzi si è insegnato, e poi mol- 
tiplicandola per la sezione dei tulio, avre- 
mo la quantità dell’acqua versata dalla Co- 
clea io ogni sua rivoluzione» 

38 1 . Coroll.I. Se t>E, diventa i immagi- 

nario (37?), e non v’è più nè arco idroforo 
nè portata Quindi è condizione essenziale 
alla Coclea , che V angolo della sua declina- 
zione dalla verticale sia maggiore che noa 
è r angolo dell’ inclinazione della spira alla 
basq . 'i 

38a. Caroli. II. E quanto più ? sarà pic- 
ciolo in paragone di E , tanto minore sarà 
l 4 arco ì j e tanto più esteso e capace riu- 



s. 


tórri jta, 247 

tóirà l’arco idroforo. Gioverà dunque voltar 
le -spirfe ristrette quanto più si può. E do- 
vrà il cilindro inclinarsi verso l’ orizzonte 
quanto più il permette l’altezza a cui vuol 
portarsi Y aequa , e la robustezza della raac- 
china, che più inclinata , più soffVè. ' 

38.?. Coroll. III. Perchè poi là Coclea pos- 
sa fornire tutta quella portata delia quale è 
capace , si dovrà sommergere la base del 
cilindro nell’acqua rosi che il pelo dell’ ac- 
qria tocchi il punto N principio dell* arco 
N Bn sotteso àll’arco idroforo. Profondarla 
di più sarebbe inutile, perchè già non' s’ em- 
pie d’acqua se non che l’arco idroforo EGe ± 
Tenerla più sollevata nuocerebbe , poiché- 
quell’arco non s’empirebbe del tutto. 

Adunque l’ arco sporgente fuori dell’ ac- 
qua dovrà essere di gradi 2 i > e la sua cor- 


da =r 2 sin. i 


2 tang. ( 
tan g.-iS 


384. Esempio I. Secondo la costrnzion del- 
la Coclea prescritta da Vitruvio sarebbe l’an- 
golo £ semiretto, e l’angolo E z= 53* 3’. Di 


qui si trova (?75) l'arco Are» Sin. — \ 

tang. £ 


48* 35' , che ci determina il punto iV . Po- 
se» dall’ equazione in X (379) per via della 
false posizioni si cercherà l’arco X , che ci 
determina il punto n . Si troverà prossima- 
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inejite JC rs '»" 4* 3 o' onde si conchUide-cUe 
il punto n cade nel sconcinolo AN B , e 
l' arco Nn sotteso , all' arco idrofoni, e di 
gradi ìiU* 55 ' . Stari dunque la lunghezza 
dell’arco idrofora all’ intera spira couie sta 
rat’ 55 ' a 3 ù< * ; onde se L sia la lungitezza 
dell' intera spira, sarà farcoidroforo zszottoL. 
E poi { 3 ;z) L == i * sec. ,4.1' «t,8y. Dun- 

que l’arco idroforo = 3 , li . Quindi preso 
per unità di misura il raggio della base, se 
la sezione cfel tubo spirale si moltiplica per 
3 , 1 1 si avrp la quantità d acqua che ad ogni 
giro scaturisce dajbr sommità di questa .Co- 
ri** • • .. . • • . ! . - • 

. $ù$ y Esempio //. Daniello Bemulli -consi- 
glia le def$rminazioni seguenti f = 5 ‘, Jt=3o‘. 
Adora sarebbe- *•=;!>’ ed -Y = 104* 67'. 
I a> co JN E il sotteso all arco idroforo com- 
prenderebbe -i"!** 14', e la lunghezza dell’arco 
medesimo idroforo sarebbe =0,77 L . Si em- 
pirebbero dunque ad ogni giro tre quarti e 
più di ciascuna spira , mentre nell' esempio' 
precedènte non se ne riempiva clic no terzo 
o poco più. Se non eliti la spira ù più corta 
che noti dia, riuscendo L ^z^sec. ■'i" =0, Hi. 
F dunque l’assoluta lunghezza dell'ateo idro_ 
foro == 4, ^7, die moltiplicata per' Ja sezione 
del tubo 0» darà la portata. ' • .■ - 

Pertanto si sia eguale la basi:, ed eguale 
la sezione del tubo spirale, sta la portata 
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della,- Code* Vhrofiana alla portata della * 
Coclea .di Bemolli -nel rapporto di 3, m.-« 
4 , 07 . Che se Ber nulli («) stimò 1’ effetto 
della sua Coclea dfie Tolte p un tetto mag- 
giore -di quello della Coclea di Vitrovk», 
convinti -dire . ohe egli" non ponesse mente 
alla diversi lóngliezza delle spire nelle due 

Coclee . . < ' • ■ 'b 

, • - 

386. Proposizione V. Determinare la po- 
tenza richiesta ad aggirare cou tuoto equabi- 
le la Coclea piena. t . -, « 

Questa dev’ essere tanta ( prescindendo da*- 
gli attriti ) quanta ji ricerca per tenere essa 
Coclea pieni in equilibrio (I. 5>)fj ) ., Or di- 
casi P il peso dell'acqua che cape nell’ ar- 
co idroforo ECc. Questo peso che può in- 
tendersi raccolto nel punto infuno C , tende 
all-' ingiù verticalmente, e risolvendo il suo 
sforzo in due, 1’ uno, secondo il lato C /C 
del cilindro, 1 ’ altro* secondo CQ perpendi- 
colare ari esso laro , quest’ ultimo sforzo clic 
^ il solo che contrasti- colla potenza-* Sarà 
r= P sin. E . Ora se per K si eohdncè Kq 
parallela a C Q , si fa palese die la distan- 
za dellà direzione della forza CQ dall’asse 
del cilindro viene ad essere egnalé all*’ ordi- 
nala K L spettante al -pdnto Ci È poi que- 
sta- ordinata JTZrrsin. jéK—(3j!ì) sin.f**- i)~ 

■ *• ^ 

{a) Hyir.’ pag. 189 . 1 • 


» 5 o Seeiowji 

•in. i . Dunque il momento del peso dell’ aC- 
qua EGe per rivolgere in contrario il ci-* 
li miro, sarà == /'sin. i sin. ir? tang. ? cos. E. 

E perchè quando la Coclea è piena , tanti , 
sono gli archi idrofori quante le spire, ed 
il numero delle spire è uguale alla lunghez- 
za dell’ asse divisa per 2 x tang. £ , se chiame- 
remo A là lunghezza dell’asse, sarà la somma 

di questi momenti ss - . Ptang.f cos.E t 

Zk tang.| b 

. A P cos. E 

o sia — 1 — » . 1 

2x 

Dall’ altra parte sia P la potenza richie-* 
sta, ed agisca normalmente al termine d’un 
vette o manubrio di lunghezza ss « . Sarà 
P a il suo momento . E sia per 1 ’ equilibrio, 

•ia pel moto equabile dovrà essere 

_ 1 A P cos. E 

F — 

. * . 2*a 

387. Esempio. Paragoniamo per modo d’e- 
sempio le potenze che si ricercano per muo-* 
vere la Coclea di Vitruvip, e quella propo- 
sta dal Bernulli, supposta pari in entrambe 
la lunghezza dell'asse, la sezione del tubo, 
e il braccio del vette. Troverassi essere la 
prima alla seconda come 19 a 42 a un d* 
presso. Ed oltre a ciò, sarà anche maggiore 
il dispendio della forza nella Coclea Ber- 
aulliana per motivo degli attriti che deb- 
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lioa esser maggiori nella Coclea più carica. 

• v < .'• > * •' 

CAP. IIIv 

, ' . * 1 

Del Ventilatore Idraulico , o Tromba 

Napoleone . . 

' 388. A fp astiene questa macchina alla 
classe delle Trombe aspiranti insieme e pre- 
menti» in ciò solo diversa dalle comuni Tioiu- 
he , che 1’ acqua viene alternativamente as- 
pirata e premuta non già da tino stantuffo 
che verticalmente si muove in su ed in giù* 
ma da una paletta , che nouovesi circolar- 
mente in qua e in là , descrivendo ad ogni 
volta un mezzo cerchio - La più comoda ap- 
pli cazionc della potenza , il pìcciol volume 
della macchina, la maggior facilità di otte- 
nere un perfetto combaciamento fra le par- 
ti, sono i principali Omaggi di questa Trom- 
ba . L' invenzione è molto semplice ed in- 
gegnosa , come apparirà dalla succinta de- 
scrizione che ne daremo (a) . 

389. Rappresenta la Fig. 24. la sezion tras- 
versale d'nn cilindro vuoto destinato a ri- 
cever V acqua che vi entra per aspirazione 
dal tubo sottoposto passando per la valvola 

(a) Tromba Napoleone . Milana . Stamp. Reale . 

,808. 


. SfZIÒJtB 

i, e ne vien cacciata per pressione passato» 
do nel tubo superiore per la valvola F. È 
la superficie del cilindro circondata in que- 
sta sezione da un tubo che gli si avvolge at- 
torno , e questo tubo dalla parte S è aperto 
in ambi i suoi termini , e permeabile all* 
acqua . La cavità del cilindro è attraversata 
dall'asse I 3 e divisa da due cunei OIL , 
Q I M forati obbliquamente come si vede 
ip Q ed in O per dar passaggio all’ acqua . 
Sono questi cunei stabilmente fermati nella 
superficie concava ; dall'altra parte non fan- 
no che appoggiarsi . all’ asse I senza essere 
Col medesimo connessi. 

390: Sporge l’asse fuor del cilindro da am- 
bi i lati? c porta da un lato, un vette, o 
doppio manubrio , col quale si. aggira circo- 
larmente - Girando l' asse , gira con esso il 
Ventilatore , o doppia paletta V V impian- 
tata sul detto asse, p 0 rtandoM alternativa- 
mente a toccare i lati IL , I M , edi lati 
IO , IQ . . - - •- . 

391. Oltre le due valvole E ed F ve ne 
sono altre dne affatto simili ed appartenenti 
agli stessi tubi , poste in un altra Sezion tras- 
versale del cilindro parallela a quella . che 
vico rappresentata dalla figura, e poco da 
essa distante. Quest’ altra sezione non diffe- 
risce dàlia- prima se non in questo , che i 
tagli de’ cunei sono posti al contrario , es- 
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sendo tagliato il cuneo inferiore dalla parta 
M , ed il superiore dalla parte L . 

393 . Essendo la macchina cosi disposta » 
non è difficile imemlere come essa operi , 
Sia da principio il Ventilatore a contatto 
de* lati LIM , poi, girando il manubrio , 
si porti a contatto degli altri due lati QIO. 
Egli £ manifesto che mediante qnesto movi- 
mento verrà ad espellersi \1’ aria datla cavi-' 
tà del cilindro, la quale dalla parte B it- 
scendo pel foro O, e dalla parte A pel fo- 
ro Q ed indi pel condotto <S accorrerà alla 
valvola F e per essa si sfogherà -, Al dira- 
damento dell’ aria sovrapposta alla valvola 
E conseguirà l' elevazione dell’ acqua nel 
tubo aspirante . Ora si giri di nuovo il Ven- 
tilatore e dalla positura QIO ritorni alla 
politura LIM. Il vuoto che egli lascia die- 
tro di se, accrescerà l'aspirazione <le 11' acqua, 
che passando per E Occuperà tutta la cavi- 
tà del cilindro , portandosi pel foro Q a 
riempiere la, capacità A, e pel cohdotto 5 
e pel foro O a riempiere la capacità B . 

393. Torni a girarsi il manubrio, e il Ven- 
tilatore si riconduca in Q I O . La valvola 
E rimarrà chiusa, e tutta l’acqua sarà spre- 
muta fuori dal cilindro per l’altra valvola 
F , accorrendovi immediatamente pel loro O 
quella che riempieva la parte B , e pel foro 
Q e pel condotto 5 quella che riempieva la 
parte A . 


• ì » . ■ > t , 

BS4. SfZION* 

Nella seguente conversion del manubrio , 
1 a valvola F resterà chiusa , e I' acqua già 
«scita fuor del cilindro non potrà piò rien- 
trarvi . Ben s’aprirà la valvola £ , ed una 
nuova aspirazione tornerà a riempir d'acqua 
il cilindro,;!® nel giro seguente una nuova 
pressione tornerà a votarlo « - ' 

39 ^. Così se vi fossero solamente le due val- 
vole E ed F , ad ogni giro del manubrio se- 
guirebbe alternativamente l’ aspirazione del!’ 
acqua dal tubo sottoposto, e la sua eleva- 
zione nel tubo superiore . Ria essendovi as- 
sociate due altre valvole compagne come 
sopra si pdcttoCfcb) questi due effetti si 
avrauno coDgiuntamente . Poiché mentre il 
Ventilatore passando da QIO in L1M 
aspira nuova acqua per £ , è chiaro che 
collo stesso movimento egli spinge anche 
fuori una parte dell’ acqua pei fori de’ cu- 
nei aperti nella sezione prossima, e rispon- 
denti ai punti L } M\ e quest' acqua usciti 
per la valvola compagna della F . E vice- 
versa, mentre tornando da LfM in QIO 
•preme fuori 1’ acqui dal cilindro per F, 
collo stesso movimento esso attrae nuov’ ac- 
qua, la quale avrà passaggio per la valvola 
compagna della E . In tal guisa a ciascun giro 
del manubrio 6i empirà d’acqua nna metà del 
cilindro , e 1’ altra metà si vuoterà passan- 
do senza interruzione nel tubo sovrapposto. 


Digitized by Google 


settima 


a55 

595. 11 Sig. Canonico Castelli inventore 
della macchina ha sperimentato, che con uo 
cilindro della lunghezza di metri o, 198 , e 
del diametro di m. 0,149 8 ‘ ottiene como- 
damente la portata di metri cùbici 0,2266 
per ogni minuto primo ; prodotto , coni’ egli 
dice , assai maggiore di quello che si ha 
dalle comuni Trombe cosi per gli usi dome- 
stici , come pel bisogno degl’ incendj . Del 
resto il calcolo per questa macchina è lo 
stesso che per la Tromba aspirante e pre- 
mente ordinaria (li. 526. 527). La resisten^ 
za al movimento dev’ esser maggiore In gra- 
zia delle angustie de’ fori, e della tortuosi- 
tà del condotto S ; ma i vantaggi accennati 
da principio ( 388 ) compensano forse abba- 
stanza questo duetto. 


1 

*Sé • , 

T AVOLA 

”■ •" •*; ; ; • 

Di alcuni numeri di frequente uso ne* 
calcali della Meccanica . 

, •' '• * , < i i , 

I. 

TV • '' , ' ' „ ' ‘ 

JL/elle forze apcelcratvicr quella che oc- 
corre più spesso è la gravità g ; e ad essa 
come a misura comune si riferiscono le al- 
tre. Ora essendo i f * 1 ’ unità de' tempi , ed 
Il metro l’unità degli spazj, abbiamo nelle 
latitudini mgdie (1. 199) 

g= 9 > 808795* ) 

log. g=s 0,99161$? 
compì, log. g = 9 , 0083848 

ag = 19, 6175904 
log. ag— i , *926487 . 
compì, log. ag= 8,707354.3 
•Che se prendiamo per unità degli spazj il 
piede di Parigi , sarà 

g — 3 o, 1957875 
log. g = 1,4799465 
compì, log. g = 8, 52 oo 535 

2g = 60, 3915780 
log. 2 g = i , 7809765 
compì, log. ag— 8,2190235 
E prendendo per unità il pollice di Part- 


ir 
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£i sarebbe 

g = 362, 3494499 
, log. g^:- 2,5591277 

compì, log. £ = 7 , 441 872.? 

“ 1 T ■ 

2 g = 724 , 6980998 
’ log. 2g = 2,8601577 

compì., log: 2g = 7,1398428 

Si sono notati questi ultimi valori pel co- 
modo <li riscontrare, lee sperietjze e calcoli 
che si trovano nella più parte de libri di 
Meccanica e d’ Idraulica , quando il sistema 
metrico non era per anche introdotto , e si 
solevano riferir le misure al piede o al pol- 
lice Parigino . 

V*Ii i] 

' ■■ . , J y ■ . 

Nel calcolare i -movimenti de’ corpi che 
fanno vibrazioni isocrone, si ricerca la loo- 
gliefza del pendolo semplice sincrono al cor- 
po vibrante . E questa lunghezza pei !q più 
si confronta con quella del pendolo che lfcU- 
te i secondi ; mentre cosi agevolmente si 
trova ( I. 247 ) il tempo di ciascuna vibrazio- 
ne , e il numero delle vibrazioni fatte in un 
dato tempo. Ora se la lunghezza del pen- 
dolo a secondi dicasi Z, abbiamo per le latitu- 
dini medie, preso il metro per unità (I. 329) 
1 = 0,9938387'. 
log. I = 9,9973160 
qpmpl- log. l = c, C026840 
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Io piedi di Parigi sarebbe l = 3 , 0594340 . » 

v .• ‘III. 

• . > 

Chiamando r il rapporto della periferia al 

diametro, o della scmiperiferia al raggio, 

abbiamo * = 3, 1415926 . . 4 

log. T = «», 4971499 - 

compii, log. ir — 9, 5< 285« 1 

2 r = <1 , 283 1 85.3 

.’ , 4og. 2» = 0,7981799 ^ 

compì, log. 9 n = 9, 2018201 

: ' ' « 

• : ; ' IV. 

Spesso occorre il bisogno di convertire i 
logaritmi iperbolici in logaritmi comuni, o 
viceversa. v . 

Nel sistema de’ logaritmi iperbolici il mo- 
dulo è = 1 , e la base e = 2, 7182818. 

Nel sistema de’ logaritmi comuni il modu- 
lo è m r 0,4842945, e la base = 10. 

I logaritmi iperbolici si convertono in loga- 
ritmi comuni col moltiplicarli per m 3 e vice- 
versa i logaritmi comuni si cangiano negl’iper- * 
botici- col dividerli per m . Per comodo di que- 
ste trasformazioni noteremo i seguenti valori 

, 

ro = o, 4342945 ; — =‘2,3 o 2535 i 

- ■ ' w 

» 4 / r v 

log. m = 9, 6377843 } log. — = o> 36aai57 
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80 

7 i5 4 

o,o 55 

, 1,0387 

0,1 55 

i ,7438 

z na 

0849 

£0 
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65 

I29O 

65 

7868 

70 

1718 

70 

8262 

_s 

ai 3 o 

Js 

85 .9 

0x80 

^5 

i,a5»7 

fl 9 l 3 

0,180 

85 
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go5x 

90 

3 a 88 

22 

93^6 

$ 
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4006 
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Altezze 


7 t 

7 5 


0^80 

85 

90 

o, 3 oo. 

o,3t>5 

IO 

*5 

20 

a 5 

0 33o 

' 35 
• 4 ® 
45 

5 o 


Velocità 


1 . €>.QO> 

b,oo54 

IO 

0996 

x 5 

«537 

ao 

«774 

a5 

1009 

^ST. 

9,1341 

35 

, I 47 t ; 

40 

1698 

45 

1923 

s . 60 

9146* 

©,aò5 

a,a 366 
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• 4t58f 

65 

• 2801 


Sòr 4 

_ 3a47 ‘ 

*, 343 ? 

364 »; 

3853 , 

4»56 

42611 

a ,4461 
4060 
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5 o 5 $ 
5 ùód 

^444 

56 Ì 6 
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TAVOLA 


Delle mimre lineari di diverti paesi , ; 
espresse in metri ; e l'/céf’ersd. 

Del Regno cT Italia . 


Ancona • 

• • * • • 

Bergamo- 

V ‘ 

• * * • 

Bologna 

• • • • 

Brescia 

• ■ • • • 

Como 

• • • • 

Cremona 

*• 

Fermo 

• • • • 

Ferrara 

. * . . • 

Forlì 

• • • • 

Macerata 

• « » * 

Mantova 

• • • • 

Milano 

Braccio . 
Piede 

Modena 

• • • • 

Novara 

• • * « 

Padova , 

e Vicenza 

Reggio 

• ♦ • • 

Sondrio 

• • • • 

Treviso 

• • • • 

Udine 

• • • • 


Piede 
espresso 
in metri 

Metro 
espresso 
in piedi 

0,40^6 

2, 

0,4*78 

•2,2843 

o,38oi 

2,ó3c9 

0,4710 

2,1232 

0,451 a 

2,216» 

o,4835 

2,068 1 

0,4245 

2,3559 

0,4039 

2,4761 

0,4882 

2,0433 

0,5533 

i, 79°5 

0,4669 

2,1420 

0,5949 

1,6808 

0,4352 

2,2979 

o,5a3o 

1,9119 

0,4709 

2,1234 

0,3574 

2,7980 

0,5309 

i,8836 

0,4462 

2,2411 

0,4081 

2,^503 

o,34o5 

2,9369 


a66 


> 


■> . 

Piede 

Moire 


espresso 

espresso 

» 

io metri 

in piedi 

Venezia e Belluno . . 

<-'♦3477 

2,8758 

Verona • . *. • -• 

«',3429 

2,9162 

ESTERE. 


Pirenze Braccio . . 

o,583o 

i,7i5a 

Genova • 'Palmo . . 

0,2491 

4,0145 

Londra ^ .... . 

0,3048 

3,2809 

Napoli , Palmo . . 

0,2620 

3,8i66 

Paripi 

0,3248 

3,0784 

Piede d$l Reno 

o,3 1 38 

3,1869 

Roma Palmo . . 

0,2234 

4,4762 

'» Piede antico 

f),2Q.)3 

3,3865 

Torino Piede . . 

0,5 1 37 

1,9467 
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. TAVOLA 


De' Pesi espressi in Chilogrammi , 
o libbre Italiane ; e viceversa. 

De} Regno d’ Italia. ( 1 





Libbra 1 

Chilogram* 



espressa in 
Chilograini 

espresso 
in Libbra 

•* 

Ancona . . . 


• • 

0,3296 

3,0341 

Bergamo . . . 

• 

• • 

o,3a5 1 

3,0757 

Bologna . . . 

• 


o,36 1 9 

2,7636 

Brescia . . . 

• 

• • 

0,3208 

3,i 171 

Como . . • 

• 

• • 

0,3167 

3, 1 579 

Cremona . . . 

■ 

» • 

o,3o9;> 

3,a3 1 1 

Fermo . . . 


• • 

0,3210 

3,i 1 55 

Ferrara . . . 


• • 

o, 345 i 

2,8974 

Forlì . . . 



0,3294 

3,o354 

Macerata; come 

Fireme 



c Roma 

• 

• 

• • • • 

• « s « 

Mantova . . . 

• 

• » 

o,3 io5 

3 , 22 o 3 

Milano . . . 

• 


0,3268 

3,0600 

Modena . . . 


• • 

o,34o5 

2,9372 

Novara . . . 

• 

• • 

0,3255 

3,0724 

Padova e Vicenza. 

Lib- 



bra sottile 

• • 

0,3389 

2,9509 

Libbra 

grossa 

0,4865 

2 , o 553 

Reggio , . . 

• 

• • 

0,3245 

3,0814 
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? *• r ,* 1 



r . . i , ». 

Libbra | 

Chilogramo 

•* 

espressa in 

espresso 

. „ 

Chilogrami 

in Libbre 

Sondrio 

Libbra di 3 tì 

• • " 


Treviso 

Once 4 ■ . , , 
Libbra sottile , 

o >7979 

1,2533 

< s 7 - *• »» 

come Pàdova 

• • « • 

• • • • 

Venezia 

Libbra gròssa 
e Udine . Lib- 

o, 5 167 

i, 935 a 


bra sottile . . 

o, 3 oia 

3,3197 

. 

Libbra grossa 

0,4770 

. 2,0964 

Verona 

Libbra sottile 

0,3332 

3,0014 


Libbra grossa 

0,4998 

2,0009 


ESTERI. 


Amsterdara ..... 0,4880 

2,0708 

Firenze e Roma . . . 0,3393 

3,9469 

Genova o, 3»68 

3 ,i 563 

Londra Libbra d. T roys 


di t2 Once . 0,373 1 

2,6800 

Libbra d. Àvoir- 


dupoids di 1 6 


Once . . . . 0,4536 

2,2045 

Napoli 0,3208 

3,1176 

Parigi 0,4890 

2,0429 

Torino c ,3688 

2,7112 
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CORREZIONI 
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DEL 

VOLUME 

SECONDO. 

pag- 

lin. 


leggi 

43 

1 

/ 

/* 

5o 

6 

r_ 

li 



m 

m* 

54 

16 

ZLlt ■ 

-af’ 



y' 

y m 

1 ' 

55 

5 

af 

af’ 



y‘ 

y‘ 

68 

ult. 

f r* 
(*-«) J ~T 

(k — i)f‘ C * 



in 

gm’ 

69 

2 

lo stesso. 


128 

27 

234 

271 

i35 

1 

urne 

fiume 

m 

23 

res enza 

resistenza 
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CORREZIONI 



BEI. VOLUME TERZO. 

pa<?. 

li n. 

' 

leggi 

5 

2 

&U 3-0 

5' cos. ( Q — t) 

12 

*4 

^■' = 0 , v"' = o 

0 

II 

“a 

** 

O 

II 

i3 

19 

della 

delle 

*4 

19 

Z/= ZF 

Zf — L F 

74 

23 

2S/n(PdaH-Q^y-+-7?<iz) 



leggi zSmf (Pdx+Qdy+Rdz) 

75 

7 

nel principio si 

aggiunga il se* 




gno = 

ivi 

26 

3 S. m Vds — 0 

iS.mJ' Vds zz.Q 

83 

7 

-A n dx 

— A x n dx 

l /(bx — x‘) 

j/ (bx — x'j 

85 

1 

!/(!-*•) 

I/o-*’) 

ivi 

8 

= 0 



f 


* 





Digitized by Google 






Digitized by Google 


